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PREFAZIONE 


Geometria nello spazio hilbertiano non è soltanto am- 
pliamento del campo delle ricerche, non è soltanto il pas- 
saggio dal finito al numerabile del numero delle dimensioni 
dello spazio ambiente. 

Ciò sarebbe troppo poco. 

Essa è un metodo di rappresentazione geometrica che, 
sostituito al consueto cartesiano, consente formule più sem- 
plici, dimostrazioni più concise ed una visione dei problemi 
più nitida e più vasta. 

Essa trova il suo fondamento nella possibilità di svi- 
luppare ogni funzione a quadrato sommabile in serie di 
un dato sistema ortogonale chiuso; discende quindi da 
quella nozione di sommabilità con la quale il LEBESGUE, 
rinnovando da un punto di vista più generale i fonda- 
menti del calcolo integrale, ha permesso di giungere a 
risultati di meravigliosa eleganza e semplicità. 

Il breve saggio di applicazioni della rappresentazione 
funzionale che figura nella parte V di questo volume sarà 
sufficiente per dare un'idea della utilità del metodo. 

A questo saggio ho voluto premettere un’ esposizione 
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ordinata delle teorie preparatorie ed ausiliarie: sia per dare 
maggior autonomia al libro, sia per apportare alle consuete 
esposizioni di esse qualche innovazione e forse qualche 
miglioramento. 

Cosi nella parte I la definizione usata di aggregati 
di punti misurabili consente, sin dall'inizio, di riferire le 
considerazioni anche ad aggregati non limitati ; e la se- 
guente definizione di sommabilità non richiede il preventivo 
esame delle funzioni limitate. 

Nella parte II do in poche pagine i fondamenti della 
teoria degli sviluppi in serie di funzioni ortogonali, ricor- 
rendo alla nozione di successioni completamente convergenti, 
nozione che è la traduzione di ciò che altra volta chiamai 
integrabilità completa per serie e che fa capo a quella di 
equi-assoluta—continuatà. 

Nella parte III raccolgo alcune nozioni algebriche. 
Nel seguito della nostra teoria si presentano certi determi- 
nanti classici, abbastanza complicati, per il calcolo di al- 
cuni dei quali si conoscono solo dimostrazioni ampollose 
e pesanti. Ho cercato di sveltire tutta questa materia, e 
credo di esservi riuscito abbastanza felicemente. 

Nella stessa parte do una estensione, necessaria per 
la nostra teoria, ai classici teoremi sulle equazioni secolari. 

Infine la parte IV è dedicata al calcolo differenziale 
assoluto. Però in essa, e sotto questo titolo, non mi limito 
a considerare il classico calcolo del Ricci, ma espongo quella 
sua estensione che ero solito chiamare calcolo assoluto ge- 
neralizzato e che ha la sua prima sorgente in vari lavori 
di Ernesto PascaL, apparsi nel primo decennio di questo 
secolo, Naturalmente il caso del Ricci è compreso come 
caso particolare in questa esposizione, nella quale gli svan- 
taggi della maggior generalità sono compensati dalle sem- 
plificazioni che derivano proprio da questa generalità. 
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Anche nel caleolo differenziale assoluto cosi ampliato 
si incontra una derivazione covariante, della quale avevo 
dato finora soltanto una descrizione sommaria in una breve 
nota pubblicata nel 1928. Con questa derivazione, e par- 
tendo da un invariante, si perviene a certi sistemi cova- 
rianti ai quali ho dato il nome di riciam e che en- 
trano nell’ orbita del calcolo del Ricci. Questi covarianti 
hanno nello studio della geometria varie applicazioni. 

Ringrazio i dott. GIUSEPPE ALIPRANDI e PAOLO CATTANEO 
per l’aiuto intelligente che mi hanno dato nella correzione 
delle bozze. 


Padova, ottobre 1929 


Giuseppe VITALI 
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PARTE I. 


INTEGRALI DI LEBESGUE 


TOWARZYSTZU RAUNZHE WARSZAWSKE 


ЕР (71 


RI MATE 


i 
"Шр: р. ^ 


1. 


Tratti di una retta. 


1. Tratto. — 2. Estremi di un tratto. — 3. Lunghezza di un tratto. — 
4. Tratti nulli e non nulli. — 6. Tratti distinti. 


1. Der. - Data una retta r, noi chiameremo tratto di r ogni 
punto di r situato a distanza finita, ogni segmento di r, ogni 
raggio di r, ed anche l'intera retta r. 


2. Un tratto di r ha evidentemente due estremi, che sono a 
distanza finita e coincidenti, se il tratto è un punto; sono a di- 
stanza finita e distinti, se il tratto è un segmento; uno a distanza 
finita e l’altro all'infinito (+ оо о — оо), se il tratto è un raggio; 
tutti e due all’ infinito (+ oo e — œ), se il tratto è Г intera retta. 

Immaginando la retta r disposta dinanzi a noi parallelamente 
alla congiungente i nostri occhi, noi daremo la seguente 

Der. — Si dice estremo sinistro di un tratto di r, un estremo 
di questo tratto, alla cui sinistra non si trovano altri punti del 
tratto, e diremo estremo destro del tratto l’ estremo rimanente. 

Se p è l'estremo sinistro, e se q è l'estremo destro di un 
tratto, indicheremo questo tratto con (p, q). 


3. Se noi immagineremo fissata una volta per sempre l’unità 
di misura dei segmenti, ogni tratto di r avrà allora una lun- 
ghexxa determinata; nulla, se il tratto è un punto; finita e 70, 


se il tratto è un segmento ; infinita positiva (+ co), se il tratto 
è un raggio o 1 intera retta. 


` 


4. Der. - Se un tratto è un punto si dirà che è un tratto 
nullo, negli altri casi si dirà che è un tratto non nullo. 
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5. Der, - Due tratti non nulli si diranno distinti, se non 
hanno punti interni comuni. Un tratto nullo ed un tratto non 
nullo si diranno distinti, se il primo non è punto del secondo, 
nó interno nè estremo. Due tratti nulli si diranno distinti, se 
sono due punti diversi. 


2. 
Boreliano di una retta. 
1. Boreliano di una retta. — 2. Lunghezza di un boreliano. — 3. Bore- 
liani semplici. — 4. Punti interni ad un boreliano. — 5. Tratti congiunti ad 
un boreliano. — 6, Sostegno di un boreliano. — 7. Confronto fra la lunghezza 


di un boreliano e quella del suo sostegno. 


1. Der. - Un insieme di un numero finito o di una infinità 
numerabile (1) di tratti di una medesima retta r, si dirà un bo- 
reliano (2) di r. 


2. Der. - La somma delle lunghezze dei tratti di un bore- 
liano si chiama lunghezza del boreliano. 

Evidentemente la lunghezza di un boreliano puó essere nulla, 
finita (2> 0), od infinita. 


3. Der. — Un boreliano di r si dirà semplice, se i suoi tratti 
sono a due a due distinti. 


4. Der. - Se B è un boreliano di r, un punto di r situato 
a distanza finita si dice interno a B, se è interno ad un tratto 
di B, oppure, se è estremo comune a due tratti non nulli distinti 
di B (e quindi estremo destro dell'uno ed estremo sinistro del- 
l’altro), 


5. Der. - Sia B un boreliano di r, e sia p un punto interno 
a B. Indichiamo con p, il limite superiore dei punti x che se- 
guono p, tali che ogni punto del tratto (p,) sia interno a B, 
e con p, il limite inferiore dei punti y che precedono p, tali che 


(4) Ricordo che un aggregato di elementi si dice numerabile, se i suoi 
elementi si possono mettere in corrispondenza biunivoca coll'aggregato dei 
numeri reali interi e 0. 

(2) In omaggio ad Ese BoreL. 
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ogni punto del tratto (y, р) sia interno a B. Il tratto (p,, p,) ha 
la proprietà che ogni suo punto interno é interno a B, e che i 
suoi estremi non sono interni a B, ed inoltre ó un tratto non 
nullo. Un siffatto tratto lo diremo un tratto non nullo congiunto 
a B. Un tratto nullo di B, distinto da ogni tratto non nullo con- 


giunto a B, lo diremo un tratto nullo congiunto a B. 


6. Der. - I diversi tratti nulli e non nulli congiunti a В 
costituiscono un boreliano semplice che noi diremo il sostegno 
di B. 

Il sostegno di un boreliano B è di misura nulla, se e sol- 
tanto se B è privo di punti interni, ossia quando anche tutti i 
tratti di B sono nulli, cioó quando B è di lunghezza nulla. 


7. Тков, - La lunghezza b di un boreliano B è = della 
lunghezza s del suo sostegno S. 


Юм. - Il teor. è evidente se s=0 (p. 5,8 6). 
Supponiamo che sia s 70, ed indichiamo con 


Tri Toy Tg, 


ì tratti non nulli di S. Un tratto т„ ed un tratto non nullo di 
B, che non siano distinti, avranno in comune una porzione, Le 
porzioni che т, ha in comune coi vari tratti non nulli di В for- 
mano un boreliano B,. Se noi riusciamo a dimostrare che la lun- 
ghezza b, di B, ё = della lunghezza s, di c, , possiamo dire che il 
teor. è vero, perchè evidentemente la lunghezza b di В è = della 
somma delle varie 5,, mentre la lunghezza s di S è = alla 
somma delle varie s,. Fissiamo ora le nostre considerazioni sopra 
un particolare valore di n, e consideriamo un punto p interno a 
t,. Sia H l’ aggregato dei punti x che non precedono p, per cui 
la somma delle lunghezze delle porzioni che i tratti di B,, non 
distinti da (p, 2), hanno in comune con (p,z) sia = della lun- 
ghezza di (p, x). Se y è il limite superiore di H, anche y ap- 
partiene ad H, perchè, nell’ ipotesi contraria, esso sarebbe un 
punto limite di Н, e, se x è un punto di Н, la somma o, delle 
lunghezze delle porzioni che i tratti di B, hanno in comune con 
(p,y) è = della somma o, delle lunghezze delle porzioni che i 
tratti di B, hanno in comune con (р, х), e quindi è = della 
lunghezza di (р, х). Facendo tendere x ad y, la lunghezza di 
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(р,х) tende alla lunghezza di (p, y), dunque o, è = della lun- 
ghezza di (p, y), ed allora y appartiene ad H. Dico che y è 
l estremo destro di t„. Infatti, se ciò non fosse, y sarebbe interno 
а Ta, e quindi sarebbe interno a B, ed allora esisterebbe una 
porzione non nulla di tratto di B della quale y è l'estremo sini- 
stro, Sia (y, x) la parte (necessariamente non nulla) di questa 
porzione che è contenuta in т,. Le porzioni che i tratti di B, 
hanno in comune con (p,*), contengono tutte le porzioni che i 
tratti di В, hanno in comune con (р, у), ed il tratto (у, х), e 
quindi la somma o, delle lunghezze delle porzioni che i tratti di 
B, hanno in comune con (р, х) è = della somma di 5, e della 
lunghezza di (y,x), ossia è = della somma delle lunghezze di 
(p,y) e di (y,), ed infine è = della lunghezza di (р, x), e z 
apparterrebbe ad H, contrariamente all’ ipotesi. 

Visto che l estremo destro di т, appartiene ad H, si con- 
clude che la somma delle lunghezze delle porzioni di tratti di 
D, che cadono a destra di p è = della lunghezza della porzione 
di т, che cade a destra di p. Analogamente la somma delle lun- 
ghezze delle rimanenti porzioni di tratti di B, sarà = della lun- 
ghezza della rimanente porzione di т,, e quindi la lunghezza di 
B, sarà = della lunghezza di т,. E, Ch ok 


3. 


Aggregati di punti di una retta. Prime nozioni. 


1. Copertura di un aggregato di punti di una retta. — 2. Estensione 
di un aggregato di punti di una retta. — 8. Anomalia di un aggregato di 
punti di una retta. — 4. Aggregati misurabili e loro misura. — 5. Primi 
esempi di aggregati misurabili, Aggregati trascurabili. 


1. Der. — Se a è un aggregato di punti di una retta 7, si 
chiama copertura di a ogni boreliano semplice B tale che ogni 
punto di a appartenga ad un tratto di B, o come punto interno 
o come estremo. 

Teor. - Se а è l'aggregato dei punti interni ad un boreliano 
semplice В di lunghezza b, e se C è una copertura di а, la lun- 
ghezza di C è => b. 
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Dix. ~ I punti di a che non sono interni a C sono estremi 
di tratti di C, ma poichè questi tratti sono in numero finito o 
numerabile, anche tali punti saranno in numero finito o nume- 
rabile. Siano dessi 


Di Po Pos 


e sia e un qualunque numero reale >> 0. Indichiamo, per ogni 
: ; A crede : 
intero п 70, con т, un tratto di lunghezza >} di cui p, sia 


un punto interno, Se noi associamo a tutti i tratti di C tutti i 
tratti Ta, otteniamo un boreliano О” di cui ogni punto di a è un 
punto interno, e se c e c' sono le lunghezze di C e di О”, si ha 
evidentemente с" < с +e, ossia c>e —s. Ora il sostegno di с’ 
contiene evidentemente tutti i tratti di B, almeno come porzioni 
dei suoi tratti, e quindi e 20, ossia c>d—e, ma e può essere 
preso piccolo a piacere, e si ha e =>. c. d. d. 


2. Der. — Il limite inferiore delle lunghezze delle coperture 
di un aggregato æ di punti di una retta si chiama l estensione 
di a, e si indica con Æ (a). 

Teor. 1. - Se а è un sub-aggregato di un aggregato а di 
punti di una retta, è E(M)<E(0). 

Diu. Infatti ogni copertura di а è anche una copertura di a’, 
e quindi il limite inferiore delle coperture di a' è < del limite 
inferiore delle coperture di a, ed infine E(a')zE(a). c.d. d. 

Tror. 2, — Se а è l’ aggregato dei punti interni ad un bore- 
liano semplice B di lunghezza b, è Е (а) =0. 

Dm. - Intanto B è una copertura di a, e quindi Е (а) <=. 
D'altra parte si sa (p. 6, teor. che la lunghezza di ogni co- 
pertura di a è =b, dunque è E(a)—b. с. д. d. 

Di qui consegue il 

Tror. 3. - Se a è l'aggregato dei punti che appartengono, 
o come interni o come estremi, ai tratti di un boreliano semplice 
B di lunghezza b, è E(a)—b. 

Dım. - Intanto, se @' è l'aggregato dei punti interni a B, 
essendo a' un sub-aggregato di a è 


E (a) zz E (a^) «b (p. 7, teor. 1 e 2). 
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Inoltre B à una copertura di a, e però А (а) <Б, e combi- 
nando le due disuguaglianze si ha E(a)=d. Жаа, 

Se noi identifichiamo con un boreliano semplice l' aggregato 
dei punti che appartengono o come interni o come estremi ai 
suoi tratti, noi possiamo enunciare il teor. 3 nella forma del 

Teor. 3'. L'estensione di un boreliano semplice è uguale alla 
sua lunghezza. 

In questo teor. è contenuto il 

Cor. — L'estensione (dell'aggregato dei punti) di un tratto è 
uguale alla lunghezza del tratto, 


3. Der. - Si chiama anomalia di un aggregato a di punti 
di una retta, e si indica con a (a), il limite inferiore delle E(c — a), 
dove c indica una qualunque copertura di a (1). 


4. Der. 1. - Un aggregato di punti di una retta si dice mmi- 
surabile, se la sua anomalia è nulla. 
Der. 2, — D’ estensione di un aggregato misurabile a si chiama 


la sua misura, e si indica con р (а). 


5. Se a è un aggregato di punti di una retta, e se c è una 
copertura di a, si ha 


E(c-a<E(c)=l(c) (р. 7, teor. 1 e 3), 


se /(c) indica la lunghezza di c. 

Ora se E(a)=0, il limite inferiore delle varie l(c) è zero, 
e quindi anche il limite inferiore delle varie Е (с —a) è zero, e 
quindi a(a)=0, e si ha il 

Teor. 1. - Un aggregato di punti di una retta il quale ha 
estensione nulla è misurabile. 

Der. - Un aggregato di punti di una retta il quale abbia 
estensione nulla, e quindi misura nulla si dirà trascurabile. 

Teor. 2. - Un aggregato a finito o numerabile di punti di 
una retta è trascurabile. 

Юм. – Infatti il boreliano semplice che ha per tratti tutti i 


(4) Si intende che qui si continua ad identificare un boreliano semplice 
coll’ aggregato dei punti che appartengono, o come interni o come estremi, ai 
suoi tratti, 
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tratti nulli costituiti dai singoli punti di о è una copertura di а 
la cui lunghezza è nulla, quindi il limite inferiore delle lunghezze 
delle coperture di о è nullo, ed infine Е (а) —0, ossia a è tra- 
scurabile, 

Tror. 3. — Un boreliano è misurabile, e la sua misura è 
uguale alla sua lunghezza. 

Dix. - Se c è un boreliano, с è copertura di se stesso, e, 
poichè E(c—c)=0, è a(c)=0, ossia с è misurabile. Ma (p. 7, 
teor. 3) si sa che E(c)— (е), dove l(c) indica la lunghezza di 
с, dunque y (c) — (е). с. d. d. 


4. 
Principali proprietà degli aggregati misurabili. 


1. Somma di aggregati misurabili. — 2. Differenza di aggregati misu- 
rabili. — 3. Prodotto di aggregati misurabili. — 4, Corollari. 


1. Tgog. 1. – La somma (1) di un numero finito o di una 
infinità numerabile di aggregati misurabili (?) è misurabile. 
Юм. - Siano 


а, 05, 03, ... 


un numero finito od una infinità numerabile di aggregati misu- 
rabili, ed indichiamo con a la loro somma. Prefissato un qualun- 
que numero reale e>0, si può trovare per ogni n una copertura 


€, di a,, in modo che Е (с, —a,) < x La somma delle coper- 


ture c, è un boreliano, il cui sostegno c è una copertura di a. 
Ora e—a è un sub-aggregato della somma dei vari c,—a,. Sia 
E 

g^ 
delle s, è un boreliano il cui sostegno s costituisce una copertura 


s, una copertura di c, — a, la cui lunghezza sia < la somma 


(!) Ricordo che si chiama somma di dati aggregati 1' insieme degli ele- 
menti che appartengono ad almeno uno degli aggregati dati, 

(ё) Quando si parlerà di aggregati misurabili si intenderà sempre che 
si parla di aggregati di punti di una medesima retta, senza che ciò sia detto 
esplicitamente volta per volta. 
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di с— а, la cui lunghezza è e ux (p. 5, teor.), dunque 


E(c—a)<e, ed infine а (а) «s. Ma e può essere piccolo a pia- 
cere, e perciò а (а) =0, ed а è misurabile. 

Teor. 2, - La somma di un numero finito o di un’ infinità 
numerabile di aggregati di punti di una medesima retta ha un’ e- 
stensione = della somma delle estensioni dei singoli aggregati 
addendi. 

Рм. – Siano 

а, A, 03, ... 


i dati aggregati e sia æ la loro somma. 
Sia e un qualunque numero reale 70. 
Esiste per ogni intero » una copertura c, di a, la cui lun- 


ghezza L(c,) sia <E(a,)t es. La somma delle varie с, ha un 


sostegno s la cui lunghezza l(s) è -—Z,l(e,) (p. 5, teor.). Si 
ha allora / (s) x E, E(a,)-- =, e, poiché s è una copertura di a, 
si ha 

E (a) X, E (a,) +=, 


e, poichè e è arbitrario, si ha 
E (a) z X, E (an). 


Teor. 3. - La somma di un numero finito o di un’ infinità 
numerabile di aggregati misurabili a due a due distinti (!) ha 
per misura la somma delle misure dei singoli aggregati. 

Dix. - Siano 

(f 455 5s oc 


un numero finito od una infinità numerabile di aggregati misu- 
rabili a due a due distinti, di cui indichiamo con a la somma. 
Pei due teoremi precedenti si ha 


(1) p (a) E X, y (а„), 
ed in particolare 
(1°) p (a а) << p (m) + р (9). 


(1) Cioé senza punti in comune. 
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Sia А una copertura di 02, -+ @,, ed indichiamo con k, una 
copertura di a,, i cui tratti siano (ciascuno) contenuti in un tratto 
di k, e tali che E(h; —a)<e, e essendo ancora un numero reale 
>Q0 prefissato ad arbitrio (1). Analogamente indichiamo con hs 
una copertura di a, i cui tratti siano (ciascuno) contenuti in un 
tratto di А, e tali che E(h, — a) <e. 

È possibile staccare da №, un numero finito di tratti il cui 
insieme k, abbia una lunghezza Z-j(a;) — є, ed è possibile stac- 
care da A, un numero finito di tratti il cui insieme л; abbia una 
lunghezza > p (а) —s. 

Le porzioni di tratti comuni ad un tratto di hj; e ad un 
tratto di А» formano un boreliano semplice p. Un punto di p non 
può appartenere contemporaneamente ad а; e ad е, perché, per 
ipotesi, а, ed a, sono distinti, e se non appartiene ad œ sarà 
un punto di A, — 0,, e se non appartiene ad a, sarà un punto di 
h,— в. Allora (p. 7, teor. 1 e p. 10, teor. 2) 


E (p) E (h, — a,) J- E (h —a,) — 25. 


Ma (р. 8, teor. 3') E(p)- (р), dove /(p) è la lunghezza 
del boreliano p, dunque ¿(p)< 2e. I tratti di № e le porzioni 
dei tratti di h^; che non appartengono a p formano un boreliano 
semplice e con un numero finito di tratti, e la cui lunghezza è 
Т> p(a)t p (a) — 4s. I tratti di с sono porzioni di tratti di А e 
quindi la lunghezza di А è > p(a)+p(a.) — 4e, e poichè e è 
arbitrario la lunghezza di А è = p (а) +t(a,). Da ciò consegue 
che 


(2) p. (a, + ag) = p (а) + e (03) 
Combinando la (1’) e la (2) si ha 
p (а, -+ а») = p (a) | e (aa). 
Applicando successivamente questo risultato, si ha subito 


(а, + а, +... а) = (m) + ge (as) +... (s), 


(4) Per questo basterà prendere una copertura Ж di а, per cui 
Eh_—-a,)<8, e poi prendere le sole porzioni dei tratti di А che sono co- 
muni coi singoli tratti di А, 
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e, poiché а + ds +... Ба, è un sub-aggregato di a, è 
(а) Ze р, (а, + а + ... 3-4) (p. 7, teor. 1), 
cioè 
pi (а) =p (а) + p (a3) +... + (а), 
e questo per ogni n, ed allora 
(3) р (а) = X, v (dn) . 
Combinando la (1) e la (3), si ha 
u (a) — X, v (a,) . саа; 
2. Tkog. 1. - La differenza di due aggregati misurabili è un 
aggregato misurabile. 
Dix, - Siano a e b due aggregati misurabili e sia b un sub- 


aggregato di a. Poniamo d = а — b. 
Sia e un numero reale >0, sia е una copertura di a, per 


la quale si abbia E(c—-@)< 3 . Esisterà allora una copertura 


è di с—а la cui lunghezza (бу) sia < *-. Inoltre sia s una 


a 


o 


copertura di b, per la quale Alb Se in s vi sono 


" 
о 


punti di d, questi saranno in s— 6, e formeranno un aggregato 


d' per cui E(d')< 5 (p. 7, teor. 1). Esisterà allora una co- 


pertura è’ di d' la cui lunghezza /(d') sia «e 


I tratti di s si possono distribuire in due boreliani s' ed s", 
il 1° dei quali contenga un numero finito di tratti ed il 2° abbia 


Е 
una lunghezza < —. 
[5] 


Sia с’ il boreliano che si ottiene sopprimendo dai tratti di c 
le porzioni comuni a tratti di s’. 

I punti di d appartengono o a c' o ad s', e questi ultimi 
appartengono a è’. Il sostegno k della somma di c' e è’ è adun- 
que una copertura di d. Ma in А vi possono essere dei punti 
che non appartengono a d. Uno di tali punti o appartiene a ô’, 
o appartiene a è, o appartiene ad s”. Allora il sostegno della 
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somma di è’, è ed s" è una copertura di k— d, la cui lunghezza 
è minore della somma delle lunghezze di è’, 8 ed s" (p. 5, 
o CA Е Е Е 

teor.) e quindi ё < 3 za E e 

Si conclude che, prefissato un numero reale € 7 0, è possi- 
bile trovare una copertura k di d per cui sia E(k—d)<e, e 
quindi che d è misurabile. @. Gl, qi. 

Teor. 2. - La differenza di due aggregati misurabili ha per 
misura la differenza delle loro misure. 

Dix. - Infatti se d è la differenza di due aggregati misurabili 
aeb, essendo a=b -+ d, si ha (p. 10, teor. 3) n (a) = s (b) + y. (d), 
da cui (9) = (а) — u (b). в. d. d. 


3. Тков. 1. - Il prodotto (!) di due aggregati misurabili è 
misurabile. 

Dix. - Infatti se a е b sono due aggregati misurabili, e se 
p è il loro prodotto, ed s è la loro somma, si ha s— a=b — p, 
e quindi p««b—(s— a). Ma s è misurabile (p. 9, teor. 1), 
dunque s— a è misurabile (р. 12, teor. 1) ed infine b— (s —a) 
è misurabile (p. 12, teor. 1), ossia p è misurabile. 

Con. - Il prodotto di un numero finito di aggregati misura- 
bili è misurabile, 

Drm. - Infatti se @,,@,,...,, sono degli aggregati misura- 
bili, è misurabile il prodotto p, di e, e a, (v. teor. prec.); poi, 
essendo il prodotto di a,, а, аз, uguale al prodotto di p, ed as, 
è anch’esso misurabile e cosî continuando si vede che è misura- 
bile il prodotto di @,, 02, ...,a,. 

Teor, 2. - Il prodotto p di una successione 


03, (1 , Q5, m 


di aggregati misurabili, ciascuno contenuto nel precedente, è mi- 
surabile, ed ha per misura il limite per n=% di p.(a,). 
Dix. - Intanto 


p =а— 7, (Anyi — An) , 


(4) Ricordo che si chiama prodotto di aggregati l’ insieme degli elementi 
comuni a tutti questi aggregati. 
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e poichè a,,,—a, è misurabile (p. 12, teor. 1), anche 


Zn (an 1 — 05) è misurabile (p. 9, teor. 1), ed infine anche p 
È * 
à 


misurabile (p. 12, teor. 1). 
Inoltre (p. 10, teor. 3 e p. 13, $ 2, teor. 2), è 


ep) (а) — p Èn (an — 0) ]= 


© 


== p (2) — Хр (an1 — da) 


= (a) sa? Ў, [p CEN р (an) ] 


= lim u(a,) . вал: 


п = о 
Сов. – П prodotto p di una infinità numerabile 


(NER 


di aggregati misurabili è misurabile. 
Dim. - Infatti detto p, il prodotto di ai, 03, ...,0,, l aggre- 
gato p è il prodotto degli aggregati 


Di Pos Pose 


ciascuno misurabile e ciascuno contenuto nel precedente, e quindi 


è misurabile (v. teor. prec.). 


4. Cor. 1. - La misura di un aggregato misurabile non cam- 
bia se a questo aggregato si aggiunge o si toglie un aggregato 
trascurabile (p. 8, $ 5, def.; p. 10, teor. 3 e p. 13, $ 2, teor. 2). 

Cor. 2. - L'aggregato a dei punti ¿nterni di un boreliano 
semplice b è misurabile ed ha per misura la lunghezza (b) di b. 

"ім. - Infatti b—a è finito о numerabile e quindi è tra- 
scurabile, ed allora p(a)=p(0) (cor. prec) ma р (6) =) 
(р. 9, teor. 3), dunque è p(a)=/(2). 
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5. 


Funzioni misurabili. 


1. Funzioni misurabili. — 2. Somma di funzioni misurabili. — 8. Diffe- 
renza di funzioni misurabili. — 4. Prodotto di funzioni misurabili. — 6. Quo- 
ziente di funzioni misurabili. — 6. Limite di una successione di funzioni 
misurabili. — 7. Esempi di funzioni misurabili. 


1. Sia /(f) una funzione reale definita in un aggregato mi- 
surabile g di punti di una retta (!). Le condizioni : 

А) Per ogni numero reale a è misurabile l’ aggregato 4, 
dei punti di g in cui f(f) >а; 

B) Per ogni numero reale a è misurabile l'aggregato B, 
dei punti di g in cui f(!) 222; 

C) Per ogni numero reale х è misurabile l'aggregato О, 
dei punti di g in cui f(f) <a; 

D) Per ogni numero reale х è misurabile l’ aggregato Р, 
dei punti di g in cui f(t) <a; 
sono equivalenti. 

Infatti essendo A, + D, —B,-- C, —9, è evidente che la 
misurabilità di uno degli aggregati A, e D, trascina quella del- 
l'altro, e che la misurabilità di uno degli aggregati В, e C, tra- 
scina quella dell'altro, e che quindi sono equivalenti le condizioni 
A) e D), e le condizioni BJ e C). 

Per dimostrare completamente l'asserto basta allora dimo- 
strare che sono equivalenti le condizioni A) e B). Ora A, è la 
somma degli aggregati B, 4 a (n—1,2,...), e dalla misurabi- 
lità dei B, consegue quella degli A, (p. 9, teor. 1). Dunque dalla 
B) consegue la А). Analogamente B, è il prodotto degli aggre- 
gati 4, È (n —1,2,...), e quindi dalla misurabilità degli 4, 
consegue quella dei B, (p. 14, cor. del teor. 2), e dalla condi- 
zione A) consegue la B). 

Ciò premesso noi daremo la seguente 

Der. 1. - Quando una funzione reale f(/) è definita in un 


(*) Cioè tale che per ogni punto di g abbia un valore reale finito. 
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aggregatom isurabile g di punti di una retta e soddisfa ad una delle 
precedenti condizioni 4), B), C), D), e quindi a tutte, si dice 
che è una funzione misurabile. 

Talvolta capita di dover considerare, dato un aggregato mi- 
surabile g, una funzione reale f(x) che è definita in tutti i punti 
di g all’ infuori che in un aggregato trascurabile è di punti, ed 
allora diremo che f(x) è definita generalmente in g. 

Der. 2. — Una funzione reale f(t) definita generalmente in 
un aggregato misurabile g, si dice che è misurabile in g se è 
misurabile nel sub-aggregato di g in cui essa è definita. 


2. Tror. 1. - La somma di due funzioni fi ed f; misurabili 
è misurabile. 

Dix. – Infatti se 7 è un numero razionale, indicando con 
Н, laggregato dei punti in cui fi >r, ed fl >a—r, si vede 
che H, è misurabile perchè prodotto di aggregati misurabili. La 
somma Н degli H, (1) è quindi pure misurabile. Nei punti di H è 
fit Б> а. Viceversa ogni punto in cui /+f>a appartiene ad 
Н, perchè se fi--f; >a, sarà fi-4+/2>a + e, dove e è un numero 
>> 0 sufficientemente piccolo. Esisterà allora un numero razionale 
r per cui />r>fi—e, da cui fir, ed f+r>h+(fi—-s)= 
(А-5) —eD>a, ossia f>a—r, ed il punto appartiene ad Н. 
Si conclude che per ogni numero reale a è misurabile l’ aggre- 
gato dei punti in cui д +fs>a, e che quindi д + f è misu- 
rabile (2). 

Consegue subito il 

Tror. 2. - La somma di un numero finito di funzioni mi- 


surabili è misurabile. 


3. Tgog, 1. - Se f è una funzione misurabile, anche — f è 
misurabile. 

Dix. - Infatti l’ aggregato dei punti in cui — fÆ a coincide 
con quello in cui f<a, e quindi è un aggregato misurabile, e 
la —f soddisfa alla condizione B). 


(5 È noto che i numeri razionali r sono una infinità numerabile. 
(2) In queste e nelle seguenti dimostrazioni ci si riferisce, il che è suf- 
ficiente, solo ai punti in cui le funzioni in discorso sono definite. 
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Teror. 2. - La differenza di due funzioni f, ed f, misurabili 
è misurabile, 

Dix. — Infatti f, — f; =f + (— fj) e quindi f— f; è la som- 
ma di due funzioni misurabili, ed è perciò misurabile (p. 16, 8 2, 
teor. 1). 


4. Tror. 1. - Il prodotto di due funzioni f, ed f, misurabili è 
misurabile. 

Dix. - Supponiamo dapprima che le due funzioni siano posi- 
tive dovunque sono definite. Allora, se » è un numero razionale 
20. indicando con H, l’aggregato dei punti in cui >, ed 
fa>a:r, si vede che H, è misurabile perché prodotto di aggre- 
gati misurabili. 

La somma H degli aggregati Н, è quindi pure misurabile. 
Nei punti di НП è fis >a. Viceversa ogni punto in cui 
fi - fic appartiene ad fi, perchè, se f, - f5 2, sarà fi- faa p, 
con p —]1 e sufficientemente vicino ad 1. 

Esisterà allora un numero razionale v per cui f, >r>fi:p, 
da cui fi>redr-.fi>f(fi:p=(fi-fi):p>a, ossia / >> а:7, 
ed il punto appartiene ad H. Si conclude che per ogni numero 
reale a (!) è misurabile l’ aggregato dei punti in cui fi- f > a, 
e che quindi f,. f, è misurabile. 

Essendo poi fi + / = (— fi) (A= A) fd — AC f Js 
si conclude che il teor. è vero tutte le volte che ognuna delle 
funzioni ha segno costante. 

Per trattare la questione in generale si indichi con f; (n — 1,2) 
la funzione che coincide con f, dove f, è positiva, ed à nulla 
negli altri punti, e si ponga /7—/,—/,; (*). Evidentemente le 
funzioni f, ed f% sono misurabili ed hanno segno costante, e 
poiché 

А-А a FU) sr fr) = ffs fh ++ [у f, 
risulta che fi- / è misurabile, 

Consegue subito il 


Teror. 2. - Il prodotto di un numero finito di funzioni mi- 
surabili ó misurabile. 


(4) Per a € 0 la cosa è evidente. 
C) La f 7 sarà solo definita dove lo à la f, . 


G. Virari — Lexioni di geometria nello spazio hilberliano 2 
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5. Teor. 1. - Se f(A è una funzione misurabile che si 
annulla solo in un aggregato trascurabile, la 1:7(f) è pure mi- 
surabile (1). 

Dix. - Infatti l’ aggregato dei punti in cui 1:f>a se a >0, 
è quello dei punti in cui 0<f<l:a; e se a<0, è quello dei 
punti in eui o f>0,0f<l:a; ве а = 0, è quello dei punti in cui 
f>0, ed in tutti i casi è misurabile. Dunque 1:f è misurabile. 

Consegue il seguente 

Tror. 2. - Se f, ed f; sono due funzioni misurabili ed è 
trascurabile l'aggregato dei punti in cui f;,—0, la fi:f è mi- 
surabile. 


Infatti fi: faf: (1:58). 
6. Der. - Una successione di funzioni 


(1) his fes fs 


definite generalmente in un aggregato g, si dice convergente ge- 
neralmente in g se converge in tutto g, fuorché in un aggregato 
trascurabile. 

Teor. - Il limite f di una successione (1) di funzioni misu- 
rabili, convergente generalmente in un aggregato misurabile g, è 
una funzione misurabile. 

Dm. - Se a è un numero reale, l’aggregato H dei punti in 


cui f>a è la somma di quegli aggregati Н, , in cui f, a +7 
per ogni 7 >, e dove р ed n sono numeri interi >> 0. Infatti 
è evidente che, se />a, esiste un intero р>>0 per cui f>a + > 
e che quindi esiste un intero n`> 0 tale che per ogni r>n è 
fla +7 , e che viceversa quando questo avviene ё f>a. 
Ora H,,, è misurabile, perchè è il prodotto degli aggregati 
K.,p(r>n) in cui _>a+ 5 ed i K, , sono misurabili. Dun- 


que H è misurabile, ed infine f è misurabile. 


(1) La 1:f (0) è definita solo dove lo è la f e dove non è f=0, cioè 
all'infuori di un aggregato trascurabile. Essa è dunque generalmente definita. 
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7. Der. 1. - Se g è un aggregato misurabile di punti di 
una retta, se f è una funzione generalmente definita in g, che 
all’ infuori di un aggregato trascurabile acquista solo un numero 
finito od una infinità numerabile di valori finiti diversi, e se ogni 
aggregato in cui assume lo stesso valore è misurabile, si dice 
che f è quasi-costante in g. 

Teor. 1. - Una funzione quasi-costante è misurabile. 

Dim. - Infatti, se f è quasi-costante, ed а è un numero reale, 
l'aggregato A, dei punti in cui f>a è la somma degli aggre- 
gati di punti (aggregati in numero finito o in una infinità nume- 
rabile) in cui f acquista un medesimo valore >a, e quindi А, 


сх 


misurabile, ed infine f ё misurabile. 

Teor. 2. - Una funzione f(t) continua in un segmento (р, 9) 
misurabile. 

Юм. - Infatti, per ogni numero intero n — 0, noi possiamo 
dividere (p, g) in un numero finito di parti, il cui aggregato noi 
indicheremo соп A,, tali che іп ognuna di tali parti P oscilla- 
zione di f sia <1:». La funzione f,, che in ciascuna di tali 
parti coincide col limite inferiore di f in detta parte (!), è una 
quasi-costante e quindi misurabile. La f è uguale a lim, e 


n= 6 


@/ 


quindi ё misurabile (p. 18, $ 6). 

Der. 2. — Una funzione che è nulla in tutti i punti di un ag- 
gregato g all'infuori di un aggregato trascurabile in cui può 
anche non essere definita, si dice generalmente nulla în д. 

Evidentemente una funzione generalmente nulla in un ag- 
gregato misurabile è misurabile. 

Der. 3. - Due funzioni che differiscono per una funzione 
generalmente nulla si dicono generalmente uguali, ed anzi, quando 
noi diremo nel seguito che un fatto avviene generalmente in g, 
intenderemo dire che esso si verifica in tutti i punti di g, all’in- 
fuori di un aggregato trascurabile. 


(!) Questo limite è finito, essendo f continua. 
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6 


Funzioni quasi-costanti sommabili e loro integrazione. 


1. Funzioni quasi-costanti sommabili. — 2. Integrale di una funzione 
quasi-costante sommabile. — 3. Proprietà degli integrali delle funzioni quasi- 
costanti. 


1. Der. - Se f(t) è una funzione quasi-costante in g, se 
(1) Jp 29085 00€ 
sono i diversi valori che essa assume, se у, è l’ aggregato dei 


punti in cui f(f) = X,, si dice che la f(t) e quindi anche il 
modulo |f (t)| della f(t), è sommabile in g, se e soltanto se la serie 


(3) M-n (Y) + s. p (Yo) SP As. p (Y) +e, 


(in eui si intenda che un termine ),.p(Y,) sia хело se il fattore 
à, è =0, anche se l'altro fattore w.(‘,) è infinito) ha termini 
finiti ed à assolutamente convergente. 

È evidente che se f(/) è una quasi-costante e se g è diviso 


in una infinità numerabile di aggregati misurabili 
(3) 91.92, 935... 


tali che in ciascuno di essi la f(t) abbia un medesimo valore /,, 
anche se i valori delle varie 4, non sono diversi fra loro, condi- 
zione necessaria e sufficiente perché la f(t) sia sommabile in g 
ò che la serie 


(4) h.n (91) + h.n (92) + lae (98) +... 
sia a termini finiti ed assolutamente convergente. 

2. Der. — Se una funzione quasi-costante è sommabile in 9, 
se (1) sono i diversi valori che essa assume, e se т, èl aggre- 
gato dei punti in cui f(f) = X,, la somma della serie (2) (somma 


che è indipendente dall ordine dei termini) si chiama l’ integrale 
della f(f) esteso a g, e si indica con 


fra 


9 


È evidente che se f(t) è una quasi-costante sommabile in g, 
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e se g Ө diviso in una infinità numerabile di aggregati misura- 
bili (3), tali che in ciascuno di essi la /(/) abbia un medesimo 
valore /,, anche se i valori delle varie /, non sono diversi fra 


loro, Р [ r.a è anche dato dalla somma della serie (4) (somma 
9 
che à indipendente dall'ordine dei termini). 


3. Tkor. 1. - Se f e ф sono due funzioni quasi-costanti 
sommabili in g, e se in tutto g è fz-$, si ha 


[rs fen. 
9 9 


Dix. — Se (1) sono i diversi valori che f assume in g, se 
(5) №, А, №... 
sono i diversi valori che ф acquista in g, se т, è l’ aggregato 
dei punti in cui f= №, e se y è Г aggregato dei punti in cui 
P= М, Se Yr, è il prodotto degli aggregati ү. e yi, si ha, per 
un Yr.. non nullo, à. = Aj. Poi 


jr dí qa X, pnta) > Bra Ae: (з) 
9 


]: ШИЛ ЕА, 5 BUR XN 
; d 
e quindi 


[rim fon c. d. d. 
g g 


Consegue il 
Cor. - Se f è una quasi-costante sommabile in g, si ha 


[а> | г.а. 


Teor. 2. - La somma di due funzioni quasi-costanti somma- 
bili in g è essa pure sommabile in g, e si ha 
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) (f 4- g)dt = | f: dt + fo | dt . 
j j П 


Dix. — Intanto se (1) sono i diversi valori che acquista /, 
se (5) sono i diversi valori che acquista Ф, se ү, è l aggregato 
dei punti in eui f= M, e se ү, è l’ aggregato dei punti in cui 


m 


P= №, SE Yr, è il prodotto degli aggregati тү, e y, si ha 
ESQ. FA) Ph (17,3) = Х.А, (т,. ) + EnA tlia) 


ma le ultime due serie sono assolutamente convergenti a causa 
della sommabilità delle f e c, dunque anche la prima serie è as- 


solutamente convergente, e quindi la f+ è sommabile. Ed 
inoltre dalla precedente uguaglianza consegue 


| (at | f: dt 4- [+ . dt. c. d. d. 
П 9 Ü 


Teor. 3. - Una quasi-costante sommabile in un aggregato g 
è anche sommabile in ogni sub-aggregato misurabile di g. 

Dim. - Infatti se f è una quasi-costante sommabile in g, se 
(1) sono i diversi valori che essa assume, se т, è l aggregato dei 
punti di g in cui f=À,, se g' è un sub-aggregato misurabile di 
g, e se т, è il prodotto di g^ con Yn, è (Yh) S p(Yn) e quindi 
А) |М„ь(ү„) |, e dalla convergenza assoluta della serie 
(3) consegue la convergenza assoluta della serie 


X. ha a (4) , 


e quindi la sommabilità di f in g'. 
Teor. 4, - Se 


(6) fh Gas sse 


sono degli aggregati misurabili a due a due distinti, se g è la 
loro somma, e se f è una quasi-costante sommabile in g, si ha 


[r.a x fr di. 
ў On 


Юм. - Se (1) sono i diversi valori che f acquista in g, e 
se ү, è l aggregato dei punti di g in cui f—A,, e se Yr, è il 
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prodotto di g, con Ys, si ha 
v. (Ys) = En (Т, 25 


GARBINE? MAT 
f RA < 
MATYOZANN 


LIT 
ДЕР Naukowego Warszawskiag 


e quindi 
fE 2t заь) = Ene p lra 3s рб.) sfr at. 
9 


@ Ql al 


Teor. 5. - Se (6) sono degli aggregati misurabili a due a 
due distinti, se g è la loro somma, e se f è una quasi-costante 


x 


sommabile in ciascuno degli aggregati (6), e se è convergente 


la serie 
5; i пй, 
9n 


la f è sommabile in g (e quindi si può applicare il teor. prec.). 

Di. - Siano (1) i valori di f in g, sia ү, l’ aggregato di 
punti di g, in cui f= X,, e sia т... il prodotto di g, e di 7,. 
Sarà 


ахл. TT 


e, per l'ipotesi fatta, convergerà la serie 


X, |f| dt = 2, |. ШТ, г): 
In 


EZ X, PUTA | ’ 


e quindi la f è sommabile in g. 
Teor. 6. — Se f è una quasi-costante sommabile in g, anche 
С.ү, dove C è una costante, è una quasi-costante sommabile 


in g, ed à 
Гога о. fra. 
9 9 


Dix. - Se (1) sono i diversi valori che f assume in g, e se 
Yn è l'aggregato dei punti in cui f—2,, la C.f ha in т, il 
valore C.M, e quindi è quasi-costante, ed inoltre, convergendo 
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assolutamente la serie (2), converge assolutamente anche la serie 
X,C An (та), e quindi C.f è sommabile in g. Inoltre es- 
sendo „С.у. (Yn) —C- XA, t (Yan) e 
| 0: r.a c. | fdt 
ў j 
(9). «b, lb 

4. Teor. — Se f è una funzione generalmente costante in g, 
e se u(g) è un numero finito, ese C è il valore di f, la f è som- 
mabile in g, ed è 


fr di-Cc. ug). 
0 


Dix. - Infatti la f è quasi-costante, e la corrispondente se- 
rie (2) si riduce al solo termine C.w.(9), e quindi la f è som- 


mabile in g, ed LE di — С.р, (g). 


L 


© th О 


7. 


Funzioni misurabili sommabili e loro integrazione. 


1, Maggioranti e minoranti di una funzione misurabile. — 2. Funzioni 
sommabili e loro integrale. — 3. Alcuni teoremi. — 4. Teorema del valor 
medio. 


1. Der. - Si chiama maggiorante di una funzione f misu- 
rabile in g, ogni funzione ф quasi-costante per la quale è gene- 
ralmente in g soddisfatta la disuguaglianza vf; e si chiama 
minorante di f ogni funzione quasi-costante ф, per cui sia 9 < f 
generalmente in g. 

Teor. - Se una funzione f misurabile in g ha una maggio- 
rante ọ ed una minorante 4 sommabili in g, esistono innumere- 
voli di tali maggioranti e di tali minoranti, ed i loro integrali 
estesi a g formano due classi contigue. 

Dix. — Dividiamo la retta r, su cui giace g, in segmenti di 
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lunghezza 1. In ciascuno di questi segmenti sarà contenuto un 
sub-aggregato di g misurabile e di misura «1. 
Siano 


013925 Jagse 


questi aggregati. Allora g sarà la somma di questi g,, e sarà 
pig.) 21. 
In gn le ped sono quasi-costanti, sommabili (p. 22, teor. 3). 
Siano 
(Mo Uoc e eae 
i valori di Ф in g, e 
ТРИЕ 
i valori di ф in g. 
Sia g,,,., l’ aggregato di punti di g, in cui о =l, e ф —X,. 
Sarà 
Db (n. ei) nns) - 
Dividiamo l’ intervallo (/,, А.) in un numero finito di parti 
di lunghezza <e:2", dove e è un qualunque numero reale 70 
prefissato. L’ aggregato g,..,, resterà diviso in un numero finito 
di sub-aggregati g,,.., , in ciascuno dei quali la f è sempre 
compresa in una medesima di dette parti di (4., А,), i cui estremi 
noi indicheremo con /,..., © М,» PT WC Ede 
Poiché 
i МЕКА Aer inem Рр 


essendo assolutamente convergenti le serie 
Dura tri ses) оче № 00ке) 
lo sono anche le serie 


Zare OTI LUI, , DH Àn, BETI S nr a e) ? (1) 


e quindi la funzione q,, che in ogni 0, „а ha il valore lers gs 
e la funzione $,, che in ogni g,,,,, ha il valore An r,sg, sono 


(t) Infatti se а> 5,2 e, è |b,| "las |+ |a|, e quindi, se lo serie 
È, dn € X40, sono assolutamente convergenti, converge la serie En (| a, | + | ер, |) 
ed infine la serie Х| 0„|, e però la serie X, 54 è assolutamente convergente. 
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delle quasi-costanti sommabili in g, e la е, è una maggiorante 
di f, e la d, è una minorante di f. 
Si ha subito 


Je ? а— fn ^ di == Dad (Un, ng 7 Азы; 8, a) H (In, n 52) 
g g 


E X, (s: 272, Uu (gs. r, sz) 
E (e : 2") Y {> (In, r, s) 
=E, (e: 2") p (д) 2, (6:29) е. 
Ma e può essere preso piccolo a piacere, e quindi gli inte- 
grali delle maggioranti e delle minoranti sommabili di f formano 
due classi contigue. (Gb GL 


2. Der. 1. — Una funzione misurabile si dice sommabile se 
ammette una maggiorante ed una minorante sommabili. 

Der. 2. – Se f è una funzione sommabile in g, il numero di 
separazione delle classi formate cogli integrali in g delle maggio- 
ranti e delle minoranti sommabili si chiama l’enzegrale di f, e si 


indica con 
fi fedi. 


9 

3. Tror. 1. – Se f è una funzione misurabile in g, e se in 
tutto g (escluso al più un aggregato trascurabile} è f=0; con- 
dizione necessaria e sufficiente perchè f sia sommabile in g è che 
f abbia una maggiorante sommabile in g. 

Dim. - Infatti la funzione ф, che è nulla in tutto g, è una 
minorante di f sommabile in g, e quindi f ha una maggiorante 
ed una minorante sommabili, ed allora è essa stessa sommabile. 

Tror. 2. - Se f è una funzione sommabile in g, ed è in 
tutto g (escluso al più un aggregato trascurabile) f=0, si ha 


fr uzo. 
? 


Dim. ~ Infatti l’ integrale della minorante nulla di f è uguale 
a xero. 

Teor. 3. - Condizione necessaria e sufficiente perché una fun- 
zione f sia sommabile in g è che il suo modulo |f| sia somma- 
bile in g. 
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x x 


Dix. Intanto, se |f| è sommabile in g, e se v è una mag- 
giorante sommabile di |f|; la v è pure maggiorante di f, e —9 
è minorante (evidentemente sommabile) (p. 23, teor. 6), e quindi 
f è sommabile. Inversamente, se f è sommabile, e se p e $ sono 
una sua maggiorante ed una sua minorante sommabili; dalle 
p=f=% consegue |f|x|e|-- ||. Inoltre || e |p| sono som- 
mabili (p. 20, $ 1, def), e quindi |ẹ|+|ọ]| è sommabile (p. 21, 
teor, 2), ed infine | f| è sommabile (v. il prec. teor. 1). 

Teor. 4. - Se f è sommabile in g, e se g' è un aggregato 
distinto da g; la funzione fi, che in g coincide colla f, e che è 


nulla in g^, è sommabile in 1-9 +g ed è Гаа fr. dt. 
Y 9 


Dım. - Basta considerare le maggioranti e minoranti di f, 
che sono nulle in g’. 


4. TEOREMA DEL VALOR MEDIO. - Se f è una funzione somma- 
bile in un aggregato g di misura finita, è 


jr. at). 


dove M è un numero compreso fra il limite inferiore / ed il li- 
mite superiore L di f in g. 

Din. ~ Infatti, se / è finito, la funzione che in tutti i punti 
di g ha il valore / è una minorante sommabile di f, il cui inte- 
grale vale і. р. (9) (p. 24, $ 4, teor). Si conclude che 


La frat. 
g 
Analogamente, se L è finito, si ha 


гь. 


Basta questo per provare che, quando uno dei due numeri / 
ed L è finito, vale il teorema. 

Se poi ? ed Z sono entrambi infiniti, il teorema è evidente per 
se, perchè allora sarà = — оо ed L=+- о. 
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8. 
Proprietà generali 
degli integrali delle funzioni sommabili. 


1. Integrale di somma di funzioni sommabili, — 2. Integrali estesi a 
somme di aggregati. — 3. Integrali di differenza di funzioni sommabili. — 
4. Altri teoremi sugli integrali. — 5. Assoluta continuità. 


1. Tror. 1. - Se / ed f, sono due funzioni sommabili in g, 
anche / + / è sommabile in g (!), ed è 


Jt mac faas [m 


Dix. Intanto, se v, è una maggiorante sommabile di fi, e 
se 9, è una maggiorante sommabile di fs; la Фф, + Фф, è una mag- 
giorante di f1 +, ed è sommabile (p. 21, teor. 2). In modo 
analogo si vede che fi + ba una minorante sommabile, e si 
può concludere che fi-- f; è sommabile in g. 

Se poi si osserva che, se t, e Ф sono maggioranti somma- 
bili di f, ed fa, e, se d, e d, sono minoranti sommabili di f, ed 
fa, si ha (p. 21, teor. 2) 


Set ro ф» “к at ee tro fe an 


[e eat [s t fos а frs t 
2 9 9 9 
e si conclude che 


Је mn fn ne fn an cod. di 


Consegue il 
Tror. 2. — La somma di un numero finito di funzioni som- 
mabili in un medesimo aggregato 9 è pure una funzione somma- 


(4) Con /, + f» indico la funzione, generalmente definita in g, che nei 
puati in cui f, ed f, sono entrambe definite vale la loro somma. 
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bile in g, е l'integrale della somma è uguale alla somma degli 
integrali delle singole funzioni. 


2. Trong. 1. Una funzione f sommabile in g è anche somma- 
bile in qualunque sub-aggregato g' misurabile di g. 

Dix. - Infatti ogni maggiorante sommabile di f in g è mag- 
giorante di f in g', ed è sommabile іп g’ (p. 22, teor. 3). Ana- 
logamente ogni minorante sommabile di f in g è anche una mi- 
norante di f in g', ed è sommabile in g'. Consegue che f è som- 
mabile in g' (p. 26, def. 1). 

Teor. 2. - Siano 


(1) 9,9, Jaye 


degli aggregati misurabili di punti di una stessa retta, a due а due 
distinti, in numero finito od in una infinità numerabile, e sia y 
la loro somma. Allora, per ogni funzione f sommabile in g, si ha 


fr ax, Jr. a 


g In 


Dix. - Siano ф e 4 una maggiorante ed una minorante di 
f sommabili in g. Esse sono tali anche nei singoli ga, e si ha 


Je im ]r nmm, 
In In In 


e, sommando rispetto ad n, si ha (p. 22, teor. 4) 


fe 


In 


Dunque X, I f.dt è compreso fra gli integrali delle maggio- 


In 
ranti e delle minoranti sommabili di f in g, e quindi è uguale 
‘E 
уа. с. d. d. 
9 


Сов. - Se f è una funzione sommabile in g, se g' è un sub- 
aggregato misurabile di g, se infine =g —g', si ha 


www.rcin.org.pl 


30 INTEGRALI DI LEBESGUE 


(2) коле 


Юм. - Infatti, essendo g — g'-- 2, è, pel teor. prec., 
jr 2- Jr. fra, 
J g' ò 


da cui consegue la (2) 

Tror. 3. — Se (1) sono degli aggregati misurabili di punti 
dl una medesima retta, a due a due distinti, in numero finito od 
in una infinità numerabile, se g è la loro somma, e se f è una 
funzione sommabile in ciascuno degli aggregati (1), e se è con- 
vergente la serie 


x Jiriat 
In 


(questa ultima condizione è verificata se gli aggregati (1) sono 
in numero finito); la f è sommabile in g, ed è, in virtù del pre- 


cedente teorema, 
frais ри : 
I In 


Dix. ~ Poichè |f| è sommabile in g,, è possibile trovare in 
In una maggiorante c, di |f| per cui 


(3) Je finem 
[^ In 


Ora se фр è la funzione, definita generalmente in g, che in 
ogni g, coincide generalmente con Ф, la (3) diventa 


(3) fra=fina+1®, 
In In 


e poiché la serie che ha per termini i secondi membri delle (3') 
converge, ed i primi membri delle (3') sono positivi, converge la 
serie 
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x, fe tz. [iet 
In In 


e quindi la Ф è sommabile in g (p. 23, teor. 5). Ma ф è una 
maggiorante di |f| in g, e quindi |f| è sommabile in g (p. 26, 
teor, 1 e 3). 

Cor. 1. - Supponiamo che (1) siano una infinità numerabile 
di aggregati misurabili di punti di un medesima retta, a due a 
due distinti, e che g sia la loro somma. Se f è una funzione 
sommabile in ciascuno degli aggregati (1), e se esiste un m, tale 


che in g—X.g, sia f>0, e se inoltre la serie 
1 


xr. di 
95 


converge; la f è sommabile in g, e quindi vale la 


Jr lr dt. 


In 
Du. - Infatti, nelle nostre ipotesi, essendo f— |f! nei g, con 
n>n, e quindi in tali 9, fina=fr-a, consegue che, es- 
In In 
sendo convergente la EX, fru, lo ӧ la X, fifi di, e si può 


In In 
applicare il teor. 3. 
Cor. 2. - Se 


(4) Tis Те, Їз... 


è una infinità numerabile di aggregati misurabili, ciascuno con- 
tenuto nel successivo, e se g è la loro somma, se f è una fun- 
zione sommabile in ciascuno degli aggregati (4), e se esiste un 
^, tale che in g—t,, sia f>0, e se inolfre esiste ed è finito il 


lim ff dt; la f è sommabile in g, ed è 
п= 0, 
Yn 
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fr dt -lim fft А 


nen 


Ya 


E 


Dix. — Infatti le ipotesi e la tesi di questo cor. si riducono 
a quelle del precedente, se si pone 


Ufo uy Ep" fe ea Ty oe 


3. Tror. 1. - Se f è sommabile in g, anche C. f, dove C è 


una costante, è sommabile in g, ed è 


g 


C. f.dt— C. (fat. 
I ( | t 


Dix. - Infatti se р e p sono una maggiorante ed una mino- 
rante di f sommabili in g, anche Је С.ф e О.ф sono una 
maggiorante ed una minorante di C.f sommabili in g ( la С.Ф 
sarà la maggiorante se C70, ed altrimenti sarà la minorante). 


Ed allora v [сг dt, essendo compreso fra f0- pat= C. L dt 
i 3 D з j 
e [e pdt = С. IL «dt, coinciderà con б. [r.a - 


7 g 7 


Cor. — Se f è sommabile in g, anche — f è sommabile ір g, 


ed é 


[па]. 


“ 


7 7 


Teor. 9. — Se f, ed f; sono due funzioni sommabili in g, 
anche f, — f; è sommabile in g, ed è 


JG-ma- Jn ELT 


Du. — Infatti 
у= {з= [лче (=з, 


e quindi, essendo /, e — f; sommabili, si ha (p. 28, teor. 1) 


www.rcin.org.pl 


PROPRIETÀ GENERALI DEGLI INTEGRALI DELLE FUNZIONI SOMMABILI 33 
fu — fi) di =fr: dal а да-а. Ја. dt) 
«fem ftc 


Tror. 3. - Se f, ed f, sono due funzioni sommabili in д, е 
si ha, generalmente in 9, fi Ze f;, è 


[ror 


Шм. – Infatti, essendo, generalmente in I, fhi—h20, è 


Jt — maio (p. 26, teor. 2), e quindi Jr: [n amo, 
, 


9 


ed infine СЕА с. d. d. 
D 2 
4. Tror. 1. — Se f è sommabile in g, se (1) sono dei sub- 


aggregati misurabili di g, ciascuno contenuto nel precedente, e se 
9' è il loro prodotto, si ha 


Jr fedi [A dt, 


Dix. – Infatti, se si ропе 


8, = In — за (T— o SEES 
si ha 


Ф. = gy — (91 H ê+ ... H 8,3), 
9g —9—2,8,, 


e quindi (p. 29, teor. 2 e cor.) 


prr e resine xri 


+ ei га) =limff.dt c. d. d. 
шы 
G. ViraLi — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 3 
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Tror. 2. — Se f è sommabile in g, si ha 


fran= fina. 
I 9 


Dm. — Sia g' l’ aggregato in cui f>œ>0 e g"—9g—9'. 
E fra=fna е [гта<—[\ла, e quindi 
g 7 9" 9" 


еа лала ла Jine. в. d. d. 
9 7 gs 7 g” g 


5. Sia f una funzione sommabile e generalmente 2> 0 ір g, ed, 
essendo » un qualunque numero intero — 0, indichiamo con 9, 
l'aggregato dei punti in cui f&n. Poniamo poi 9,— g — g,. Il 
prodotto degli aggregati è, è di misura nulla, e quindi 

imi yden: (p: 33, teor. 1). 
т иб 
Allora, prefissato un numero reale e> 0, è possibile trovare 


un valore т di n per спі [[f.dt|«7«:2. 


ӧд 
Se ora si pone 
m«s:2m', 


si vede che, se т è un qualunque sub-aggregato misurabile di g 
per cui (у) «m, se y' indica il prodotto di y e di g,, e y” in- 
dica il prodotto di y e è,,, è y= Yy + 1" , ed inoltre 
Jr dizn'-m<n'.(e:2n')=8:2, 
" 
[rir eia 
" 


On 
ed infine 


jr frm [rmn 
А ү 


Y ^f 
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Si conclude che, se f è una funzione sommabile e general- 
mente 2>0 in g, è possibile, prefissato un numero reale e©>0, 
trovare un numero reale тт 70 tale, che per ogni sub-aggregato 


misurabile y di g di misura <m, si abbia [7 dts 
ў 
Ne consegue che, se f è una qualunque funzione sommabile 


in 4, è possibile, prefissato un numero reale £750, trovare un 
numero reale »;7»0 tale che per ogni sub-aggregato misura- 


bile y di g di misura <m, si abbia finats e poichè (p. 34, 
teor. 2) Y 


fr. iim fine, 
T Y 
si ha il 


Tror. 1. — Se f è una funzione sommabile in g, è possibile, 
per ogni numero reale «0, trovare un numero reale m >0 
tale che per ogni sub-aggregato misurabile y di g, con p(y) <m, 
si abbia 


fr a<. 
a 


Der, — La proprietà delle funzioni sommabili enunciata dal 
teorema precedente si suole indicare dicendo che l’ integrale di 
una funzione sommabile à assolutamente continuo. 

Tror. 2. ~ Se f è una funzione sommabile in un aggregato 
g di punti di una retta r, se £ indica un punto qualunque di ғ, 
e se g, èl aggregato dei punti di g che cadono alla sinistra di #, 


la funzione 
F (t) =fr dt. 
9, 


è continua. 

Юм. - Intanto, рег l’assoluta continuità dell’ integrale di f, 
prefissato un numero reale є > 0, è possibile trovare un numero 
reale » 2>0 tale che, per ogni sub-aggregato misurabile y di g per 
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cui (ү) <от, si abbia moe Allora, se |h| т, è 


|F (to- А) — vis dpi а=] di|<e, 
It+h Ith 

dove gm indica l'aggregato dei punti di g che cadono nel tratto 
che ha per estremi i punti { e t+ kh, aggregato che ha certa- 
mente misura =й, e quindi misura «m. 

Allora, qualunque sia il numero reale e>0, esiste un nu- 
mero reale т 2>0 tale che, per ogni k con valore assoluto < m, 
si abbia 


IP (4-5) -F(M)|<e, 


e questo significa che la P(f) è continua. с. d. d. 


9. 


Funzioni limitate. 
1. Funzioni ad integrale nullo. — 2. Funzioni misurabili limitate. — 3. 
Sommabilità di una funzione sommabile limitata in un aggregato di misura 


finita. — 4. Sistema di infinite funzioni ugualmente limitate. — 5. Permu- 
tabilità di limite ed integrale. — 6. Funzioni integrabili secondo Riemann. 


1. Der. — Una funzione sommabile in un aggregato g si dice 
ad integrale nullo, se in qualunque sub-aggregato misurabile g' 


di g, si ha 
jr 
y 


Tror. 1. — Se, generalmente in g, è f= 0, e se fra 0 


la f è ad integrale nullo. 
Юм. - Infatti, se ү è un sub-aggregato misurabile di g, posto 


Gua alia [r.a - [rat — [rt fr to, ed inoltre 
Y б 7 


9 
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fe dt=0, dunque Jpa= 0, e quindi la f è ad integrale nullo 


D Y 
in g. 

Tror., 2. - Condizione necessaria e sufficiente perché una 
funzione f sommabile in g sia ad integrale nullo è che essa sia 
generalmente nulla. 

Dm. - Intanto, se f è generalmente nulla, il suo integrale 
esteso a qualunque sub-aggregato misurabile di g è nullo (p. 24, 
8 4) e quindi la / è ad integrale nullo. Se poi f è general- 
mente =0 in g senza essere generalmente nulla, esisterà un sub- 
aggregato ү di g di misura >>0 in cui f resta > di un numero 


fisso p>0 ed allora [ri fn tt oto, e la f non é 
i Ti 

ad integrale nullo. Si conclude che, se f è generalmente 2>0, 

ed è ad integrale nullo, essa è generalmente nulla. 

Infine, se f à una funzione sommabile in g ad integrale nullo, 
se y è il sub-aggregato di g in cui è f= 0, poichè evidentemente 
f è ad integrale nullo anche considerata in y, essa è in y gene- 
ralmente nulla. In g—y la — f è generalmente =0 ed è pure 
ad integrale nullo, quindi — f è in 0 — y generalmente nulla; 
ed infine f è in g—' generalmente nulla. Allora, essendo f ge- 
neralmente nulla tanto in y quanto in g— т, lo è anche nella 
somma di questi due aggregati, e quindi la f ò generalmente 
nulla in g. 

Teor. 3. — Sia f una funzione sommabile in g, sia g, l ag- 
gregato dei punti di g che precedono il punto ¿ della retta r su 


cui giace g. Se, qualunque sia f, si ha Јао, la f è gene- 
9i 
ralmente nulla in g. 

Dim. - Basta provare che, nelle ipotesi del teor., la f ha nulli 
tutti gli integrali estesi ai vari sub-aggregati misurabili di g. In- 
tanto, se (р, q) è un tratto qualunque di ~ e se pq, Г aggre- 
gato dei punti di g che cadono in (р, q) è la differenza di 9, e 9», 


e, poiché l'integrale di f esteso ad esso è fe di -ff dt=0—0=0, 


9а 9р 


WWwW.frcin.org.pl 


38 INTEGRALI DI LEBESGUE 
si conclude che [7-0 =0 tutte le volte che y ё l’ aggregato 


Y 
dei punti di g che cadono in un tratto. E poiché ogni boreliano 
semplice è l'insieme di un numero finito o di una infinità nu- 
merabile di tratti, si conclude (p. 29, teor. 2) che l'integrale di 
f esteso all'aggregato dei punti di g che appartengono (o come 
interni o come estremi) ai vari tratti di un boreliano semplice, 
ha valore zero. 

lonsideriamo ora un qualunque sub-aggregato misurabile 


di g, e passiamo a provare che si ha lr. dt=0. Intanto, pre- 


mM 
fissato un numero reale s > 0, è possibile trovare un numero 


reale 7720 tale che in ogni sub-aggregato misurabile di g, di 
misura <m, il modulo dell’ integrale di f esteso ad esso sia < e. 
Consideriamo ora una copertura c di y, tale che р (c — т) < m. 
Evidentemente, se т’ è il prodotto di g e c, y è un sub-aggregato 
di y. Inoltre, se poniamo ò==y —y, è (8) < т. Allora 


jr. 
ò 


Jit 0, 
2 


fr. at -ifr-at а. fran=ifra<e. 
1 Y è È 


È per l’arbitrarietà di e 


e quindi 


E 
jf dt o. с. d. d. 
ui 


Teor. 4, — Sia f una funzione sommabile in g, sia g, lag- 
gregato dei punti di g che sono alla sinistra di un punto £ della 
retta r su cui giace g; se per ogni valore razionale di 4 si ha 


Jr dt=0, la f è generalmente nulla in g. 
9, 
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Dim. - Basta provare che nell'ipotesi del teorema sono nulli 


tutti gli integrali fra, qualunque sia #. Ciò è evidente, per- 


2, 


ché la funzione F(t) =fr dt è continua, ed essendo nulla per 


9, 
tutti i valori razionali di #, è nulla per qualunque valore di f. 


2. Der. - Una funzione f, definita generalmente in g, si dice 
limitata, se esiste un numero reale M >>0 per cui sia, general. 
mente in g, |f] « M. 


3. Tror. - Una funzione f misurabile e limitata in un ag- 
gregato g di misura finita è sommabile. 
Юм. - Infatti, se M è un numero 70, per cui sia, gene- 


ralmente in g, |f|<M, la funzione ф che in tutto g è uguale 
ad M, e la funzione 4 che in tutto g è uguale a — M sono una 
maggiorante ed una minorante di f sommabili (p. 24, teor.), e 
quindi f, ammettendo delle maggioranti e delle minoranti som- 


mabili, è essa pure sommabile, c. d. d. 


4. Der. – Più funzioni che costituiscono una infinità nume- 
rabile, definite generalmente in g, si dicono ugualmente limitate, 
se esiste un numero reale M —0, per cui il modulo di ognuna 
di dette funzioni sia generalmente in g minore di M. 


5. Tgog. - Se 
(1) fis his fases 


é una successione di funzioni misurabili ed ugualmente limitate 
in un medesimo aggregato g di misura finita m, e se la (1) è 
generalmente convergente verso una funzione f, la f 6 limitata 
e misurabile, e si ha 


f: di —lim]|f,-.dt. 
g К 
Dix. – Intanto, per le ipotesi fatte, esisterà un sub-aggregato 
g di g, con р (g') = m, ed un numero reale M 70 tali che in 
ogni punto di g' la (1) converga e sia |f,{<M, qualunque sia m. 
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Allora da lim/, = f consegue che in ogni punto di у à 


feo 


[f| M «2M, e si conclude che la f è limitata. Essa inoltre 
è misurabile (p. 18, teor.), e quindi è sommabile (v. il prec. 8 3). 

Si ha poi 
(2) |f NEE 22, 
qualunque sia n. 

Prefissiamo un numero reale £7» е, per ogni intero i, 
indichiamo con g, l'aggregato dei punti di g' in cui per ogni 
n=î sia |f, —f|<8:(2m). L'aggregato g; è misurabile, per- 
chè prodotto degli IT] m h, (n=t) in cui la fun- 
zione misurabile |f, — f| è e: (2m). Per la convergenza della 
(1) verso f, ogni punto di g' er a qualche g,. Inoltre 
ogni aggregato della successione 


Pio 923 Язу... 


è contenuto nel successivo, ed allora ogni aggregato della succes- 
sione 


(3) ò = g'— f, à, — g' ——0, дз = 7 — fz. 


8 misurabile e contiene il successivo, ed il prodotto degli aggre- 
gati (3) è nullo. Si conclude che 


lim p () — 0, 
{= o 
e quindi che esiste un Z tale che, per ogni n——i, sia 


pi (8n) e: (4M) . 
Allora, per ogni n=i, è 


[®-—па=[к—па+[к—па, 


Òn 
inoltre, essendo in 9, 


[7 f» —fi«s:( (2m), 


о, 


ifa. ать: (2m)]-m— s:2. 
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Ed, essendo la (2), è 
If. — naa „[е:(&М)] 26:2, 
m 


e quindi si ha 


Га. 


d 


g 
Questo significa che 


ши, —/)dt= 0, 
ossia 
lim f. a [r.a 
i y 9 
ed infine anche che 


cid de 


6. Tror. — Se f è una funzione misurabile limitata integra- 
bile secondo Riemann in un tratto finito (a,b), con a<, e se 
con g indico l'aggregato dei punti che costituiscono il tratto 


(a, b), si ha 
5 
[r.a в) г.а, 
g a 


dove con Z | indico l'integrale secondo Riemann. 


Юм. ~ Intanto ricordo che, se f^ è integrabile secondo Riemanx 
in (a, b), se si divide il tratto (a, b) in un numero qualunque 
finito di parti, che si indicheranno esse e le loro lunghezze con 
(1) (бу (бало ос 
e se con Г, e соп /; si indicano il limite superiore ed inferiore 
di f in À,, le sommatorie dei tipi 

У, L; h; ’ DA і, h; 
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corrispondenti alle varie suddivisioni di (a, b) formano due classi 


contigue, ed il numero di separazione di queste classi è proprio 
l integrale secondo Rixmann della f esteso ad (a, b). 
Per dimostrare il nostro teorema basterà allora provare che 


n 


fr. dt è il numero di separazione di dette classi. Ciò è facile, 


g 
perchè, se si considera una divisione (1) di (a, b), e si indica con 


9: l aggregato dei punti di k;, si ha 


аа-а. 
I 9 


Ма 


L, па [rats 
9; 
dunque 


2, Lh=ff. di zz Xljh, , 
g 


il che prova l’asserto. 


10. 


Funzioni a quadrato sommabile 


1. Prime proprietà delle funzioni a quadrato sommabile. — 2. Funzioni 
normali, — 3. Coppie di funzioni fra loro ortogonali. — 4. Disuguaglianza 
di Scnwanz. 


1. Teor. - Se fi ed /; sono due funzioni a quadrato som- 
mabile in un aggregato g, anche il prodotto fj./; ё sommabile 
in g. 

Dix. - Basta dimostrare che |f;.f,] è sommabile in g 
(р. 26, teor. 3). Sia g, l’ aggregato di punti g in cui |fi| >|]. In 
gı una maggiorante sommabile di fi lo è pure di | fi. |, e quindi 
Ја |f- h| è sommabile in g, (р. 26, teor. 1). Inoltre in g — g 


una maggiorante sommabile di /3 lo è pure di |A- fl, e quindi 


WWW.rcin.org.pl 


FUNZIONI A QUADRATO SOMMABILE 43 


ІА: | è sommabile in g—g'. Consegue che |/,: f; | è sommabile 
in g —9' + (9—9). 

Сов, - Se f è una funzione a quadrato sommabile in un 
aggregato g a misura finita, la f è sommabile in g. 

Dix. - Infatti la costante 1 in g è a quadrato sommabile in 
9, appunto perchò g ha misura finita (p. 24, teor. 4), e quindi 
il prodotto 1.7=/ è sommabile in g. 

Tror., 2. — Se f è a quadrato sommabile in g, anche — f è 
a quadrato sommabile in g. 

Юм. - Infatti (—fy = f°. 

Tror. 3. - Se f, ed f, sono a quadrato sommabile in g, lo 
sono pure la loro somma e la loro differenza. 

Юм. - Infatti (+ P — f13-2 fi. ft f$, ed i singoli ad- 
dendi del secondo membro sono sommabili in g. 

Teor. 4. - Se una funzione f a quadrato sommabile in g 


non è generalmente nulla, è [rao 
9 
Dix. – Infatti, essendo 220, ed [r-a =0, la f* à ad 


9 
integrale nullo (p. 36, teor. 1) e quindi ё generalmente nulla. 


(p. 37, teor. 2). È allora generalmente nulla anche la f. 


2. - Der. 1. – Una funzione f a quadrato sommabile in g 
sì dice normale in g se 


JN 


Der. 2 - Normalixxare una funzione f a quadrato sommabile 
e non generalmente nulla in g significa trovare un fattore co- 
stante c per cui f, = c.f sia normale in g. 

Perchè c.f sia normale in g dovrà essere 


ILL EE 
g 


e quindi 
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+ fra А 


Si vede allora che normalizzando la f si trovano due funzioni 
normali che sono fra loro contrarie. 


3. Der. — Due funzioni f; ed /;, a quadrato sommabile in g, 
si dicono ortogonali in g, se 


Liana 


4. Teor. - Se f, ed f; sono due funzioni a quadrato som. 
mabile in g, si ha 


кеке [n 


(disuguaglianza di Scawarz). 

Dix. — Il teor. è evidente se una delle due funzioni fi ed 
f. è generalmente nulla, perché allora i due membri della rela- 
zione da dimostrare sono entrambi nulli. 

Se una delle funzioni non è generalmente nulla, p. es. fz, 


è ЕС e noi possiamo porre 
I 

] ft-dai- 9. 
J 

Poniamo inoltre 
a ds fi Rh: fs: dt . 

g 
Si ha 


2 
ооа Гі: аЕ— ?а п fidt ffa 
9 9 9 9 


=”. [заса р 
9 
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-».[r-ai—e 
g 


ile fra dran 


e di qui si deduce la disuguaglianza di Scmwanz. 


Cor. 1. — Se fi ed f, sono due funzioni normali in g, si ha 
а-а, 
9 
e quindi anche 
Ir Rodi]. 
g 


Cor. 2, — Se f è una funzione a quadrato sommabile in un 
aggregato g a misura finita, si ha 


(ramcn к. | 


Dix. - Basta porre nella disuguaglianza di Scmawanz f, —1 
ed f, = f, ed osservare che 


fra= [а= 024,80. 
g g 
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SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI 
E 


PRIME NOZIONI SULLO SPAZIO HILBERTIANO 


WWW.rcin.org.pl 


GARI MATEN АТУ TRIS 


еши гш dagli nus 


RIANNE 
1. 
Successioni completamente convergenti. 
l. Definizioni. — 2 e 3. Alcuni teoremi. — 4. Teorema fondamentale. 


1. Nel seguito di questo libro indicherò con g un aggregato 
misurabile di misura finita. 
Der. 1. - Una successione 


(1) fi, ft), fs(t),... 
di funzioni, generalmente definite in g e sommabili, si dice com- 
pletamente convergente in g, se esiste una funzione f'(1), general- 
mente definita in g e sommabile, per cui si abbia 
lim [| f, — f£|dt —0; 
n= с 
7 
ed in tale caso si dice che la f(f) è una quasi-limite di (1). 
Der. 2. — Si dice che gli integrali dei termini di una suc- 
cessione (1) di funzioni, generalmente definite e sommabili in g, 
sono equi-assolutamente continui, se, qualunque sia un numero 
reale e — 0, è possibile determinare un numero reale » 70 in 
modo che, per ogni sub-aggregato misurabile g' di g di misura 


< т, sia 
аба, 
P 
qualunque sia l'intero л. 
Der. 3. — Una successione (1) di funzioni, generalmente de- 


finite e sommabili in g, si dice una successione V in g, se si ha 


G. VitALI — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 4 
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lim um. Jem f, |dt—0 . 


2. Teor. 1. – Due funzioni quasi-limiti di una successione 
(1) completamente convergente sono generalmente uguali, e, vice- 
versa, ogni funzione generalmente uguale ad una quasi-limite di 
di (1) è anche essa quasi-limite di (1). 

Dim. – Infatti, siano f e е due quasi-limiti di (1). Si ha, 
evidentemente, per ogni ял, 


ed, integrando lungo g, 
os fir eiae fur.— ras fu — et 
g 9 9 


Ма 
е E If, —$|dt — 9, 


n=% 


dunque 


fir- «an, 


e quindi /—g è generalmente nulla (pp. 36-37, teor. 1 e 2) ed 
f e v sono generalmente uguali. 

Viceversa, se f è una quasi-limite di (1), e se ф è general- 
mente uguale ad f, si ha 


о | 7) – (1Р1 Й 17—91: 


integrando lungo g, e tenendo conto della relazione 
Jir- a 
9 


опала. 


si ha: 


Ma 
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lim / PARE 20; 
ТЫ 
dunque lim | Ih—-|dt=0 e la е è quasi-limite di (1). 
sie 


Teor. 2, - Se la (1) è completamente convergente, gli inte- 
grali dei suoi termini sono equi-assolutamente continui. 

Dix. - Sia f un quasi-limite di 1), | integrale di f è asso- 
lutamente continuo (p. 35) e quindi, prefissato un numero reale 
e>0, è possibile trovare un numero reale »m'—0 tale che, per 
ogni sub-aggregato misurabile x di g, di misura < m/, sia 


| : : : : 
fra | =e:2, inoltre esiste un 22’ tale che per ogni n >» sia 
ү, 


finem Per tali n sarà [i nami. 
I Y 
Ma f,— (f, —f4-f, e quindi, per n>n e и (р) <, 


ача fu — o fatu fi na [а 
ү т Y ү Li 


« s:2--6:2—8. 
D'altra parte è possibile trovare un тт” — 0 tale che, per 
ogni sub-aggregato misurabile y” di g di misura < m", sia 


] i-am (n= 1,2,...,m). 
y" 


Se indichiamo con m il più piccolo dei numeri ә” ed m”, 
per ogni sub-aggregato misurabile g’ di g di misura < m, sarà 


| | "DE 


y 


«e, 


per ogni intero » >0, e quindi gli integrali delle (1) sono 
equi-assolutamente continui. 

Ткок. 3. - Una successione (1) completamente convergente 
è una successione V. 
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Dix. - Infatti, se f è una quasi-limite di (1), si ha 


lim | \f,—f|dt=lim | |fn—f|dt=0. 
=0 j V NE 


g 
Inoltre 0< | fa — fal S| fa — f| + |fa— f|, е quindi 
ож | 1 — fadt | 1 — fidt | 17. Ла. 
П i 7 g 
Da cui lim | |fa—faldt=0, e la (1) è una successione V. 
m-o 5 
3. Oss. - Nell’ ipotesi che gli integrali delle (1) siano equi- 
assolutamente continui, esiste, prefissato un e>0, un т 2> 0 tale 
che per ogni sub-aggregato è di g di misura «C» si abbia 


аа ez Ora, indicando con è, il sub-aggregato di è 
| 
* 


in cui la f, è — 0, e posto д, =ё—8б,, si ha 


fiin fire fia |а| аа-а 
ò òn dn òn dn 
e si conclude che sono equi-assolutamente continni anche gli in- 
tegrali delle 
(1°) [АЙАН 

Ткок. — Se la (1) è una successione di funzioni, definite ge- 
neralmente e sommabili in g, se la (1) converge generalmente 
verso una funzione f, e se gli integrali delle (1) sono equi-asso- 
lutamente continui, la (1) converge completamente, e la f è una 
sua quasi-limite. 

Dim. - Comincio col dimostrare che la |f| è sommabile. 

Intanto la (1') converge generalmente verso |f|. 

Sia y l'aggregato dei punti di g nei quali la successione (17) 
converge. 

Sia p un numero reale — 1, e si indichi con т, il sub-ag- 
gregato di y in cui qualche funzione (L') è >p”. Gli aggregati 
(2) {1, Y2; Tas + 
sono misurabili (poichè somma di aggregati misurabili), e ciascuno 
di essi è contenuto nel precedente. Inoltre non esiste un punto 
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di y che appartenga a tutti i (2), poichè in un punto di y la (1’) 


converge, quindi il prodotto dei (2) è nullo. Dunque 


lim u (Ya) = 0 (p. 13, $ 3, teor. 2). 
Poniamo *,-(1—1,. Sarà 
(3) АС ПАСЕ | If|dt (p. 29, teor 2)). 
Y Yn " 


Per l'equi-assoluta continuità degli integrali delle (1^), fissato 
un numero reale e > 0, esiste un numero reale » 720 tale che 
l'integrale di qualsiasi (1') esteso a qualsiasi sub-aggregato mi- 
surabile di g, di misura < m, sia <s. Esiste inoltre un »' 7» 0 
tale che per ogni > sia u(y) <m. Per tali n, in virtù 
delle (3), è 


(4) fiii fia] е. 
Y Ta 


Ma in y, le (1°) sono ugualmente limitate, perchè in ү, tutte 
le (1') sono < р", e And 


lim fie ла (р. 39, 8 5), 


cioè, рег r abbastanza di 
T : 
ie [nat <, 
Й А 
ed infine, per la (4), 
(5) | 


[\ла|<®. 
Ta 


Si deduce che, da un punto in poi, gli integrali estesi а ү 
delle (1') differiscono fra loro per meno di 4e; ma e è piccolo a 
piacere, dunque, per un noto teorema di Caucnv, esiste il 


(6) lim f iar : 


f 
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A causa delle (5) e per » abbastanza grande, [iria diffe- 
А 
risce di poco quanto si vuole da (6), e quindi esiste il lim ! fidt, 
n=% 
т, 
è pel cor. 2 а р. 31 esiste fia di, e la |f| è sommabile in y, 
— 1 
e quindi in g. 
Esiste un »' 7-0 tale che l'integrale di qualsiasi (1’) e 


anche quello della |f| esteso ad un sub-aggregato di g di mi. 
sura <m sia <e:2. Se è è un tale sub-aggregato, è 


Гапа finla+ fire eio 
ò è 3 


Fissato un 7, indichiamo con è, l'aggregato dei punti in cui, 
per ogni n>r, sia 


| — f| E 
Esiste poi un »>0 per cui 
ur dm (). 
Per » maggiore di questo r si ha 
па finas fir — na 
Y CA Y—5. 
<{e:p(M]-pM + e= 2, 


e quindi si può concludere che 


lim |1. а= 0, 
Y 


n= 


ed anche che 


(4) Si noti che, per la convergenza della (1) verso f, ogni punto di y 
appartiene ad un è, е che, se un punto di y appartiene ad un ôr, appar- 
tiene anche ai successivi, 
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lin fir, — flat 0; 
n=% 
9 


е la (1) ё completamente convergente ed ha рег quasi-limite Ја f. 


4. TEOREMA FONDAMENTALE. — Una successione V è conver- 
gente completamente. 
Dix. - Supponiamo che la (1) sia una successione V. Sia 


et eta d... 
una serie convergente di numeri reali — 0. Posto 


pi = 8: F Sipi F Sat 
si avrà 
lim m = 0 . 
1-—2o 


Ora si potrà per ogni ? trovare un intero ғ; 0 tale che, 


per ogni intero v — »,, si abbia 


Ji. rea 


I 
Si può inoltre senza difficoltà costruire la successione 
Tyy ?2, 733 


in modo che ogni termine sia < del successivo. 
Indicando con g; l aggregato dei punti in cui 


Ifi fe 29: 


si ha 
(9) s Ms А MEC if 108, 
Ii 3 


e quindi 
e (g) <=. 


Sia è, la somma degli aggregati 


gis Ispis +з 
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Si ha 
р (CA) <p, 
e quindi 
lim p (ô) —0 . 


In g— è; è soddisfatta la 


ito lessate "ipp+k i+p+k+l 


= izp T Estot F 5 a 1 Pip › 


e quindi in g — 2, è soddisfatta la condizione di Caucav, perchè 
la successione 


(o) б» ES 


abbia limite. 

Questo sta per ogni Z, e quindi, indicando con è il prodotto 
di tutti i ò, si può affermare che la (w) converge in ogni punto 
di g— è, e, poiché è è di misura nulla, la (w) converge gene- 
ralmente in g. 

Resta intanto provato che esiste una successione estratta dalla 
(1) che converge generalmente in g. 

È possibile, per ogni numero reale £70, trovare un intero 
К о> 0 tale che, per ogni ">>, si abbia 


fir nan ; 
9 


e quindi anche 


Јаго, 
4 


dove g' è un qualsiasi sub-aggregato misurabile di g. È poi pos- 
sibile trovare un numero reale m >> 0 tale che, quando y (g') < m, 
si abbia 


лае: Di, 


ГА 
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e, poiché 
ипда fin natae 
2 g 


I 
si avrà 


| Ер (= mb 


9 


Questo basta per concludere che gli integrali delle (1) sono 
equi-assolutamente continui. Allora sono equi-assolutamente con- 
tinui gli integrali delle (о). Ma abbiamo visto che la (о) converge 
generalmente in g, e quindi converge completamente in g (p. 52, 
teor.). 

Supponiamo che le f sia una quasi-limite della (w). Voglio 
provare che la (1) converge completamente in g e che la f à una 
sua quasi-limite. Intanto à 


(a) lim f\f,—fde=0 . 
Ora ‹ 
|f. — nate [ig ла fifa — nat , 
) J 


e, per la (a), e poichè 


lim [|f, — fat —0 , 
n= 
f£ (799 g 


si ha 
lim 14, £14 — 6 ; 
Е 


е la (1) converge completamente ed ha рег quasi-limite le f. c.d.d. 
Dal contesto della precedente dimostrazione consegue il 
Cor. — Se (1) è una successione V, se f è limite di una 

successione estratta da (1), la f è quasi-limite di (1). 
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2. 


Convergenza in media. 


1. Definizioni. — 2 e 3. Teoremi, 


1. Der. 1. - Una successione 
(1) fi), Alt), fs... 


di funzioni, generalmente definite in g e a quadrato sommabile, 
si dice convergente în media іп g, verso una funzione f(t), ge- 
neralmente definita in y e pure quadrato sommabile in g, se si ha 


lim f, — reat =0. 
mj 


Der. 2. — Diremo che una successione (1) di funzioni, gene- 


ralmente definite in g ed a quadrato sommabile in g, è una suc- 
cessione Б, se si ha 


lim fi. — rta DE 


т= о 0 


2. Tror. 1. — Una successione (1) convergente in media 
verso una funzione f, è completamente convergente ed ha per 
quasi-limite la f. 

Dm. - Infatti, per la disuguaglianza di ScHwarz, si ha 


oe fi — nao V fu. nra (p. 45, cor. 2), 
I g 


С = V». (9) , 
e, se la (1) converge in media verso f, da 
lim fifa = 0 


n= 
3 


consegue che 
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im fi — fl dt = 0 
n=% 

g 


e la (1) converge completamente in g, е la f è sua quasi-limite. 
Tror. 2. - Una successione P è anche successione V. 
Dim. – Infatti, essendo, per la disuguaglianza di Scawarz, 


ГАЕС : [a fa}dt (р. 45, cor. 2), 
I 9 


con 
С = Vu(9) , 
dalla 
lim [®—*а= 0, 
то ў 
consegue 


lim fi. — 7.140. 


n= 
m=® g 
Da cui, se (1) è una successione F, essa è anche una V. 
Cor. – Una successione F converge completamente (p. 55, 
teor. fond.). 


3. Teor. — Se (1) è una successione F, e se / è una sua 
quasi-limite, se inoltre ọ è una funzione, generalmente definita 
ed a quadrato sommabile in g, si ha 


lim ef, dt [ er. dt 


n=% 
g 


Dix. - Intanto, per la disuguaglianza di Scmwanz, è 


os [ Ie fa — P fn dt = VI pdt. Гагуа ; 
g g g 


e poiché 


e 
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т 


lim | ef. — ef, idi 0, 


п=есо J 
т=%0 g 


e quindi la ѕиссеѕѕіопе 
(1) ФЛ, fs, Phase 


è una successione V. La f ё limite di una successione estratta 
dalla (1), quindi Ф/ è limite di una successione parziale estratta 


x . 


dalla (1), e però ё quasi-limite di (1°). Si ha dunque 
lim | lef, — ef|dt— 0 , 
==, 


e poichè 


o<] J (ef. — ef) dt J ФЙ, ФР (р. 34, teor. 2), 


lim | (ef, — ef) dt —0, 


п==00 


9 
ed infine 


f 


lim for. -dt =} ef di . 


n= 
9 9 


3. 


Sistemi di funzioni normali e а due а due ortogonali. 


1. Le funzioni V,. — 2. Potenza di un sistema di funzioni normali e 
a due а due ortogonali. — 3. Teoremi. — 4. Disuguaglianza di BESSEL. 


1. - Dato un aggregato misurabile g, se » è un numero ra- 
zionale, noi indieheremo con WV, la funzione che è uguale ad 1 
in tutti i punti di g che precedono v, e che è хело nei rimanenti 
punti di g. 

Evidentemente, essendo i numeri razionali una infinità nu- 
merabile, anche le W, sono una infinità numerabile. 


Teor. — Se una funzione ф è ortogonale a tutte le V',, essa 
è generalmente nulla. 
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Рм. - Infatti la È V..dt = 0 significa che | Ф.@=0, 
9 ГА 
dove g, indica l'aggregato dei punti di g che precedono r, e 
quindi (p. 38, teor. 4) la 4 è generalmente nulla in y. 


2. Teror. - Un sistema di funzioni normali a due а due or- 
togonali contiene un numero finito od una infinità numerabile 
di funzioni. 

Dm. - Indichiamo con (y) un sistema di funzioni normali 
a due а due ortogonali, е $,, 92) ...) f, Siano п di queste. Se 
соп W indichiamo una W, e, se poniamo 


“= | Vo, . dt, 
7 


^ 


| (V — agi — 9 9$ — ... — An Pn) di 20, 


g 


da eui, tenendo еопіо della ortogonalità delle Ф, si ha 


| faz PRSE M 
4 
ed infine 
a+a+...+@a@<p(9) . 
Da ciò risulta che, per ogni X>0, non vi è che un numero 
finito di funzioni di (v) per cui 


ү 


9 


еа э, 


e che quindi non esiste рій che un insieme finito о numerabile 
di funzioni per eui 


| ve argo. 


9 


Non possono quindi essere che un insieme numerabile o 
finito le funzioni di (9) per cui qualcuno degli integrali 
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sia diverso da zero. 
Ma non esistono funzioni ortogonali a tutte le V. , e quindi 
il sistema (p) è appunto o finito o numerabile. @ al GL 
3. Teror. ~ Se 
(1) т.т, $35 


è una successione di funzioni normali e a due a due ortogonali, 
e se 


(1) Qi, Ao, Agy anod 
è una successione di numeri fissi per cui la serie 
(3) ai 4- а + a3 4- ... 
sia convergente, e se si pone 

„= Qi + +... de ар, , 
la successione 


(4) лу (бу ase 


è una successione F, 
Юм. - Infatti è, se n>m, 


fa — fa = Anyi Papi Lage Papa T +++ + ON Tas 
e quindi 


|. fadt = аа T аўы 1 T È (t, 1 
g 


e, per la convergenza della (3), è 


(5) lim | (f. — f. Y dt — 0 
maw y 
e la (4) è una successione F. 
Тков. 2. — Nelle stesse condizioni del teorema precedente 


la funzione quasi-limite di (4) è a quadrato sommabile, e la (4) 
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converge in media verso questa quasi-limite, e se f è tale quasi- 


limite, si ha 
а; еге { 
I 


Dm. - Ricordiamo che vale Ја (5), ed osserviamo che, per 
la disuguaglianza di Scawarz, si ha 


Jine ае Ја ae Јата 


Галуа, 
9 


е сһе 


dove s ё Іа somma della serie (3). Risulta allora che Іа succes- 
sione 


(6) fis fi, fa 


è una successione V, Se f è il limite di una successione estratta 

(4), la f* è il limite di una successione estratta da (6), ed è 
quasi-limite di (6) ed è sommabile. Dunque f è a quadrato som- 
mabile, f è poi quasi-limite di (4), ed allora 


(7) lim |f- f- dt = [r.a (p. 59,8 3, teor.). 
n-—o с 
Inoltre (p. 59, $ 3, teor.) 
(8) lim fef. dt - [eft А ДА) 
бл; g 
е, per 2» 4, è 
| = , 
9 
da спі е da (8) 


(9) Qi = [r.a ) 
e per la (7) f 
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(10) lim (aj +a} +... + 0) fra. (1) 
yu 
Ma, tenendo conto di (9), 


fir erm m [enn im 
g 9 


e quindi рег (10) 
lim fir— tar o 
==) 


e Іа (4) converge in media verso f. 


Per questa f valgono, come si è visto, le relazioni (9). 


4. Tror. - Se (1) è una successione di funzioni normali e a 
due a due ortogonali, e se f è una funzione a quadrato somma- 
bile, se inoltre poniamo 


(9') а= gif: dt, 
| 


la serie (3) è convergente, e quindi la successione (4), dove 
„= 0; £1d- Qs Ф + se Sh An Ln b] 


è una successione convergente in media e si ha 


(11) jr im E 
1 
g 
Dim. — Intanto, essendo 


fr- Ry dizeo, 


g 


risulta, tenendo conto delle (9^), 


(!) Questa relazione si può scrivere frat = s, dove s indica la som- 
П 


ma di (3). 
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jr amd, 
g 


e da questa disuguaglianza si ha che la serie Ў, о converge 
ed inoltre consegue la (11). 
La (11) si richiama col nome di disuguaglianza di Besser. 


) 


4. 


Sistemi chiusi di funzioni normali 
e a due a due ortogonali. 


1. Definizione. — 2. Sviluppo di una funzione a quadrato sommabile in 
serie di funzioni ortogonali. — 3. Condizione necessaria e sufficiente perchè 
un sistema di funzioni normali e a due a due ortogonali sia chiuso. 


1. Der, — Un sistema di funzioni normali e a due a due 
ortogonali, tale che non esista una funzione, non generalmente 
nulla, ortogonale a tutte le funzioni del sistema si dice chiuso. 


2. Tror. — Se 
(1) fi, Pas Ps: 
è un sistema chiuso di funzioni normali e a due a due ortogo- 


nali, qualunque sia la funzione / a quadrato sommabile, la suc- 
cessione 


(2) hs farla», 


dove 


f, 7 афу + Qs +... аф, 
ed 


(3) а= |а, 
g 
converge in media verso f. 


Dix. - Intanto la (2) converge in media (p. 64, teor.), e, se 
f, è una sua quasi-limite, si ha, per ogni #, 


d; = fonat (p. 62, teor. 2). 
g 


G. VITALI — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 5 
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Da queste e dalle (3) si ricava, per ogni i, 


fer mao; 
2 


il che mostrerebbe che f— f, ё ortogonale a tutte le (1). Ne se- 
gue che f— f, è generalmente nulla. Dunque la (2) converge in 
media verso f. 

Se, invece di dire che la successione (2) converge in media 
verso f, si dice che la serie 


(2°) A Ф F 0s £s + G3 gs +» 


converge in media verso f, il teor. prec. si può enunciare di- 
cendo : 

Se (1) è un sistema chiuso di funzioni normali e a due a 
due ortogonali, e se f è una funzione a quadrato sommabile, la 
serie (2), nella quale i coefficienti a, sono dati dalle (3), con- 
verge in media verso la f. 


3. - Se (1) è un sistema chiuso, di funzioni normali e a due a 
due ortogonali, qualunque sia una funzione f a quadrato som- 
mabile, si ha, ponendo 


а= | e, f: dt , 
g 


int а £1 — d Qs — ...— d, Pr) dt= 0 


n= 


da cui è 


fr аі = lim (0 + a +... + а) 


Pi у! (ега di)? 
1 1 


Concludendo affinchè (1) sia un sistema chiuso è necessario 
che, per ogni funzione f a quadrato sommabile, sia 


(4) [rS de. rmn 
1 
g 2 
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Questa condizione è anche sufficiente, perchè, se (1) non 
fosse chiuso, esisterebbe una funzione f, non generalmente nulla 
ed ortogonale a tutte le (1); ed allora, per essa, mentre il primo 
membro di (4) risulta >0, il secondo membro risulterebbe nullo, 
e la (4) non sussisterebbe. 

Se indico con # un punto generico della retta su cui si trova 
l aggregato g, ed indico con g, l’ aggregato dei punti di g che si 
trovano ulla sinistra di #, e se per f prendo la funzione che in 
9. ha il valore 1 e nei rimanenti punti di g ha il valore zero, 
la (4) diventa 


о р (9) = >, (jv. diy. 


Vale il 

Tkor. 1. - Condizione necessaria e sufficiente perchè (1) sia 
chiuso, è che la (4') valga per ogni f, 

Dix. - Che la condizione sia necessaria è già provato. Per 
dimostrare che è sufficiente, basta osservare che, se (1) non 
fosse chiuso, esisterebbe una funzione normale 8 ortogonale a tutte 
le (1); ed aggiungendo al sistema (1) questa funzione 0 si do- 


vrebbe avere, per la disuguaglianza di Besset, la 


(o) 2 E, (fo, at + (|ва ^ 
9, 9; 


che combinata colle (4') darebbe 


fo.at=0, 


LP 

qualunque sia £, ed allora 6 sarebbe generalmente nulla (p. 37, 
teor. З), contrariamente all’ ipotesi. 

Vale inoltre il seguente 

Tror. di LatriceLLa. — Condizione necessaria e sufficiente 
perché (1) sia chiuso è che la (4) valga per tutte le funzioni f 
che appartengono ad un sistema chiuso. 

Dim. - Sia 
(5) hs fesses 


un sistema chiuso. 
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È evidente che, se (1) è chiuso, poichè (4) vale per ogni f 
a quadrato sommabile, la (4) vale per ognuna delle funzioni (5). 

Supponiamo ora che la (4) valga per ogni funzione (5). Dico 
che (1) è chiuso. Infatti, se ciò non fosse, esisterebbe una fun- 
zione normale 6 ortogonale a tutte le (1), e, aggiungendo al si- 
stema (1) questa funzione б, si dovrebbe avere, per la disugua- 
glianza di dei 


did dr Ф dt) + + 0.dty , 
mentre, per ipotesi, si ha 
Ja а=, ir. pa at 
1 
g g 
Combinando queste due relazioni si ricaverebbe, per ogni л, 


jr. sa 
g 


La 8 sarebbe adunque ortogonale a tutte le (5), ed il siste- 
& (5) non sarebbe chiuso. 


5. 
Funzioni linearmente indipendenti. 
Costruzione di sistemi chiusi. 


1. Funzioni linearmente indipendenti. — 2. Condizione necessaria e 
sufficiente perchè più funzioni a quadrato sommabili siano linearmente indi- 
pendenti, — 3. Costruzione di sistemi chiusi. 


1. Der. - Si dice che n funzioni 6,, 0,,..., 0, sono linear- 
mente dipendenti, se esiste un sistema di n costanti №, \,..., А, 
non tutte nulle, per cui la funzione X,01-+ Ae Os +... F 4,0, sia 
generalmente nulla. Nel caso contrario si dice che le n funzioni 
sono linearmente indipendenti. 
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2. Teor. 1. — Condizione necessaria e sufficiente perchè n 
funzioni 


(1) 055605... Gag 


a quadrato sommabile in 9, siano linearmente indipendenti è che 
sia diverso da xero il determinante 


ху! CIO) «ааз» а» а а 
Т: T dini Ma | 
2 181 Ti (1 | 
Ter Яз c9 Jen | 5 
dove 
Y = |9,6, dt 
2 
"ім. - бе 9 = 0, è possibile determinare delle costanti 


i, À,...., À,, non tutte nulle, per cui 


Zn. =0 (A 
1 


Per tali costanti, posto 


t = У,\,0,, 
1 


si ha 
[h0,.di=0 (r —1,2,...,n); 
g 


e, moltiplicando per A. e sommando, si ottiene 


[re a o, 


il che prova che k è generalmente nulla (pp. 36 e 37, teor. 1 
e 2), e che quindi le funzioni (1) sono linearmente dipendenti. 

Viceversa, se le (1) sono linearmente dipendenti, esisterà un 
sistema di costanti Ау, À,,.., A, non tutte nulle per cui 


www.rcin.org.pl 


10 SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI 


v 
E X0, 
1 


risulti generalmente nulla. Allora si ha 


0= |9. Eno) = 2, [8а ч. Flan); 
4 1 p» 1 
g 0 


il che richiede che sia © = 0. 

Teor, 2. – Se le » funzioni (1) sono linearmente dipendenti, 
e quindi se © = 0, il massimo numero di funzioni (1) linearmente 
indipendenti à uguale alla caratteristica della matrice di Q. 

Dm. – Infatti, se «n è il massimo numero di funzioni 
(1) linearmente indipendenti, supposto che tali siano le prime э? 
(il che si può sempre ottenere), vediamo che il minore di Q 
d'ordine m, formato colle prime m righe e colle prime m co- 
lonne, è diverso da zero, e che quindi la matrice di © ha carat- 
teristica => m. Consideriamo ora un minore di © di ordine = m + 1, 
e supponiamo che esso sia formato colle colonne di posto 


ОЬ E A NEM oe 


Poichè le ШЕ Ө. А On , Sono linearmente dipen- 
"m mt 


denti, esisterà un sistema di costanti M, À;,...À4, À,,, non 
tutte nulle per cui la 


ме, + dal, + n + А, 6, + А. i9, +1 


risulti generalmente nulla. Moltiplicando рег 6, ed integrando 
lungo g, si ha 


h Ne 8 "= ^s, 4 t s.. T afi CE And, 1 =0, 


Ed 
il che prova che ogni minore di ordine m +1 estratto dalle 
predette m +1 colonne di Q, ed in particolare quello considerato, 
è nullo. Resta così provato che la caratteristica della matrice 
di Q à =m. c. d. d. 


3. - Consideriamo il sistema delle funzioni У, introdotto а 
pag. 60. Esse sono, come sappiamo, una infinità numerabile di 
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funzioni (a quadrato sommabile in g), che non ammettono una 
funzione ortogonale a tutte. Consideriamo solo quelle V, che non 
sono generalmente nulle, ed ordiniamole in una successione, e 
sopprimiamo quelle che risultano dipendenti linearmente dalle 
precedenti, Otteniamo così un successione di funzioni 


05, 9, @з...., 


tali che fra esse non ve ne è un numero finito di linearmente 
dipendenti, e tali che non esiste una funzione ortogonale a tutte (1). 
Poniamo al solito 


п. = 0,9, -dt 1 
g 


È possibile determinare n costanti М, À;,..., А, in modo che 
Ё 8,4410, А 0 — eO i 
sia ortogonale alle n funzioni 0,, 6,,..., 0, , e non sia general- 


mente nulla. 
Per questo basta che risulti 


Miri oec ae ELE (r —1, 2,..., m). 


Queste sono n equazioni lineari in 7% incognite, col determi- 
nante dei coefficienti diverso da zero, poichè le n prime #, sono 
linearmente indipendenti; e quindi esiste una soluzione, come si 
voleva. Inoltre „уу non è generalmente nulla perché altrimenti 
le prime 2 +1 funzioni 0 sarebbero linearmente dipendenti. 

Allora le funzioni 


@ ex Ca, бр обо 


sono а due a due ortogonali; e se si pone 


e i fat - 
g 


Pn E Cn к ? 


(4) Se esistesse una tale funzione essa sarebbe ortogonale a tutte le V, , 
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si vede che 
Pi) 92, Фз,:.· 


è un sistema di funzioni normali e a due a due ortogonali. Questo 
sistema è chiuso, perché una funzione ortogonale a tutte le c, 
sarebbe ortogonale a tutte le 0,, il che non può essere. 


6. 
Spazio hilbertiano. 
1. Spazio hilbertiano. — 2. Sistema cartesiano ortogonale. — 3. Coordi- 
nate cartesiane di un punto dello spazio hilbertiano. — 4. Distanza di due 
punti. — 5-6. Teoremi, 


1. Der. - Dicesi spazio hilbertiano reale, o semplicemente 
spazio hilbertiano, od anche spazio Н, l'insieme di tutte le fan- 
zioni reali a quadrato sommabile in un dato aggregato g, consi- 
derando come uno stesso elemento di H le funzioni che sono ge- 
neralmente uguali in g. Si dice poi che una di tali funzioni è 
un punto di Н. La funzione generalmente nulla si dice l’ origine 


di H. 

2. Der. - Un sistema chiuso di funzioni normali e a due a 
due ortogonali in g si chiama un sistema cartesiano ortogonale 
in H. 

3. Der. - Se 
(1) Ф, 9n Pare 
è un sistema cartesiano ortogonale in H, e se f è un punto di 
H, i valori 


= ff- padt (п=1,2,3,...) 
9 


si dicono le coordinate del punto f rispetto al sistema (1). 

Evidentemente, le coordinate dell’origine sono tutte nulle. 
È inoltre evidente che le coordinate di un punto individuano 
il punto. 


www.rcin.org.pl 


SPAZIO HILBERTIANO 13 


4. Der. - Se fi ed f, sono due punti di H, si chiama di- 
stanza di questi due punti la radice quadrata aritmetica di 


[и а. 

P) 
Dunque la distanza di due punti di H é un numero reale 

= 0, ed à nulla se e soltanto se i due punti coincidono. 
Se d è la distanza di f; ed f, è 
d= [(— nat. 

2 

La distanza di un punto f dall'origine di Н è data da 


|! | Р.а. 
g 
Consegue che, se d è la distanza di un punto f dall’ origine 


di H e se 


Qj, Ma, Qg.. 


sono le coordinate di f rispetto ad un sistema cartesiano ortogo- 
nale (1), si ha 
d= Ea (p. 66). 


In generale, se f, ed f, sono due punti di H e se 
(2) QNO E роо 
(3) di, bz, b.e. 


sono le coordinate di f, ed f, rispetto ad un medesimo sistema (1), 
essendo 


Jt me ato [foe at — [oe atm a — 
0 0 Г] 
si vede che 
d, — bı, 04 —5,, аз — 5,,. 


sono le coordinate di f, — f, rispetto ad (1), e che quindi si ha 
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|i — fy dt — X, (a, — b,)t (p. 66), 
g 


ossia, indicando con d la distanza di fi ed fz, si ha 
d! — X, (а. —b,)* , 
ed allora, come nello spazio ordinario, si ha il 
Teror. – Il quadrato della distanza di due punti nello spazio 


H è uguale alla somma dei quadrati delle differenze delle coor- 
dinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano ortogonale. 


5. Tgog. - Se / ed f, sono due punti di H, e (2) e (3) sono 
le loro coordinate rispetto al sistema (1), si ha 


[fif dt Х,а,ь,. 
i 


Dm. - Infatti la successione 


di = a Ф, do = Q1 T ds Ф, da = A Pı F аф F 03935 - 


è una successione F che ha per quasi-limite la f, quindi 


fif- at= lim |. - dt (р. 59, $ 3, teor.) 
f X 


= lim (а | fo dit + af ht: dl +... +. . di) 
Pu Я i 

= lim (ab, 4- aab 4- .... + a, b,) = X, a, br 
vo 


Cor. - Se f, ed f, sono due punti di H, che hanno rispetto 
al sistema (1) le coordinate (2) e (3), e f; ed f; sono due altri 
punti di H, che hanno rispetto al sistema (1) le coordinate 


, , , 
ау, Qs, Q3, ... 


, , 
Б, №, Di wet 
si ha 


[и — fadt = Ў,(а,— at) (b, — b) - 


g 
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Dix. ~ Ciò si vede osservando che i punti fi — f; ed f; — fi 
hanno rispettivamente le coordinate a,—a. e b,— bj. 


6. Tror. - Se fi, f ed f, sono tre punti di H, la distanza 


di f, ed h è — della somma delle distanze di f; da f; e da f. 
Dix, - Infatti, indicando con d,, la distanza di f. da f, si ha 


а= [опа [t — 8) — — р 


g g 


= апаа [ага 


0 9 g 
zd + 2030 + d$ (v. disuguaglianza di Scawarz) 
= (diy + da), 
da cui 
daS di + ds. c; d. d. 


In modo analogo si ha dyd +a e da>das4+dy, e 
se ne deduce dj Z|d;, — ds. 


7. 


Punto-funzione. - Limite. ~ Continuità. – Derivazione. 


1. Punto-funzione. — 2. Limite. — 3. Continuità. — 4-5. Derivate 
ordinarie. — 6-7, Derivate parziali. — 8. Teoremi, 


1. — Supponiamo di avere n variabili 
(1) ШЖ, Ч.А 


ciascuna delle quali varia in un certo tratto non nullo, che può 
essere diverso per le varie variabili di cui si parla, ed indichiamo 
con U il campo di variabilità del sistema (1). 
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Supponiamo che a ciascun sistema di valori delle (1) in U 
corrisponda un punto di H. Allora il punto si deve considerare 
come una funzione delle variabili (1), e si dirà che è una punto- 
funzione delle (1), e si indicherà con 

ПО о М)» 
о рій brevemente con 
f(t; u); 
e, sottintendendo la variabile #, con 


f, Ugg... a o con f On) 


Dovendo considerare contemporaneamente piü punto-funzioni, 
si potrà, per distinguerle, usare in luogo della f varie lettere, o 
vari altri segni. 

2. Der. — Se f(t; u) è una punto-funzione in U, e se 
(2) ul. Mic d. 
è un punto di U, se inoltre Ф (/) è un punto di H, si dirà che 
f(t; u) tende а (2) col tendere delle (1) alle (2), e si scriverà 


lim f(t; u) — (t), 


uut 


se la distanza di f(t; u) da Ф (2) tende a zero col tendere delle 
(1) a (2), e quindi se 


lim [— erat =@: 
u- Toa 
e si dice che фр è il limite di f(t; u) per il tendere di (1) a (2). 
Perchè questo avvenga bisogna che, essendo 
(3) Pis Frs fs 


un sistema chiuso in g, ed 


a. (u) = f(t; u)-ẹ,-dt. 
9 
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e 
b, = [e - e. - dt , 
E 
8i abbia 
(4) lim X, [a, (м) — 5,]* = 0 (p. 74, $ 4), 
e quindi che 
(5) lim а, (u) =b, p= l Bic ya 


utu? 


Però la condizione (5) non è sufficiente perchò sia la (4), 
e quindi non è sufficiente per poter dire che g è il limite di 
f(t; u) col tendere di (1) a (2). 

3. Der. — Se f(t; u) è una punto-funzione in U, se (2) è 
un punto di U, e se 


ГО м, 18)... ul) 


limite di f(t; «) col tendere di (1) a (2), si dice che f(t; u) 
continua per il sistema (2) di valori delle (1). Se poi f(t; и) 
è continua per tutti i sistemi di valori delle (2) in U, si dico 
che la f(t; u) ò continua in U. 


о © 


4. Der. 1. - Se f(t, u) è una punto-funzione di una sola 
variabile 0, e se w ed 2° - № sono due valori del campo di 
variabilità di о, l’ espressione 


(6) fit: EI 3% 


quando si tenga fisso w^, è una punto-funzione della №. Se (6) 
ha limite col tendere di № allo zero, si dice che f(t; и) ammette 
derivata per il valore «° della w, e questo limite si chiama la 
derivata di f(t; и) per il valore u’ della и, e si indica con 


m x x 


Perchò f(t; и) abbia derivata per u= w°, bisogna che, es- 
sendo (3) un sistema cartesiano ortogonale, ed 
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(8) a, (и) = u). e. dt (iem s Bo оос js 
9 


le (8) abbiano derivata рег « =u"; e le coordinate di (7) sa- 
ranno allora le 


du 


(9) a, (u*) = ы) LOL Pa ABA e 


Peró non é detto che dall'esistenza delle derivate (9) si 
possa dedurre l’ esistenza della (7). 

Der. 2. - Può anche darsi che una punto-funzione /{#; «w) 
di una sola variabile и abbia derivata in tutto il сатро U di 
variabilità della u, ed allora si dice che la f(t; и) ha derivata in U. 

Tror. ~ Se una punto-funzione f(t; w) di una variabile и 
ha derivata in w*, essa è continua in w^. 

Dix. - Infatti nella nostra ipotesi la distanza del punto va- 
riabile (6) dal punto fisso (7) tende a zero col tendere di ^ a 0, 
quindi tende a zero la distanza dei due punti variabili 


Af—f(t; и" --hj-—f(t; u’) 


e hY, dove con V' indico il punto (7). Ma la distanza di РЧ 
dall’ origine tende a zero col tendere di k a О, e poichè la distanza 
di Af dall'origine ё < della somma delle distanze di ^W da Af 
e dall'origine (p. 75, teor.) si ha che la distanza dall'origine 
di Af tende per k = 0 allo zero, ossia che 


lim (f: мо h) — f(t; шо) Ра: —0, 
uit 
g 


cioè che f(t; u") è il limite di f(t; u° +4) рег k=0, е ciò 


significa che la nostra punto-funzione è continua in w°. 


5. Der. — Se una punto-funzione f(t; и) di una sola varia- 
bile м ammette derivata in tutto U, questa derivata risulta pure 
una punto-funzione іп U, e può darsi che anche questa ammetta 
derivata. In tal caso la nuova derivata si chiama derivata seconda 
della f e si indica con 

ef 


du ' 
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In modo analogo si può definire la derivata terza e, più in 
generale, la derivata r-esima di f(t; и), r essendo un qualunque 
intero — 0. 


6. Der. - Se f(t; w) è una punto-funzione delle » variabili 

(1), (n7 1), tenendo fisse tutte le variabili (1) fuori che una, 

p. es. la z4, la f(t; и) risulta punto-funzione della sola w;, ed 

allora può darsi che ammetta derivata rispetto a questa variabile; 

quando ciò avviene, questa derivata si chiama derivata parziale 
di f(t; u) rispetto ad t, e si indica con 

of 


_ › con flt; u), о con fi. 
ди,” 1 ! fil ) fi 


Perchè f(t; u) abbia derivata rispetto ad una variabile шу, 
bisogna che le sue coordinate rispetto ad un sistema cartesiano 
ortogonale (3) abbiano derivate parziali rispetto ad w,, e le de- 
rivate rispetto ad н, di queste coordinate saranno le coordinate, 
secondo (1), di f,. 

Però non sempre l'esistenza delle derivate rispetto ad и; 
delle singole coordinate di f(t; м) trascina con sè l’esistenza 
della derivata di fit; w) rispetto ad tų. 


7. Der. — Può darsi che, essendo f(t, u) una punto-funzione 
delle (1) che ammette la f, in tutto U, questa /, ammetta deri- 
vata parziale rispetto ad w;. ln tal caso questa derivata, che si 
chiamerà derivata seconda di f(t; u), si indicherà con 


fh: 


Si dimostra facilmente il 

Teor. 1. - Se f(t; u) è una punto-funzione che ammette 
le fj; ed fj,, e se queste derivate sono continue, si ha /;; = fi. 

Basta tenere presente il teorema analogo nell'ordinaria teoria 
delle funzioni. 

Analogamente a quanto si è fatto per le punto-funzioni di 
una sola variabile si possono definire le derivate parziali multiple, 
ed indicheremo brevemente con fij, la derivata di /;; rispetto ad 
Un, e così via. 

Risulta facilmente il 
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Teor. 2. - Se f è una punto-funzione delle (1), che am- 
mette due derivate multiple che differiscono solo per l'ordine 
della derivazione, e se queste derivate sono continue, esse sono 
uguali. 


8. Tror. 1. – Se f(u) è una punto-funzione della variabile 
u, che per u =u" ha per limite un punto F, si ha 


ino M а jr di. 


uou U 
9 


Юм. – Consideriamo i punti f(u), F e l'origine О dello spazio 
Н. Indichiamo con d(w) la distanza di f(u) da О, con D(w) 
quella di f(u) da Р e con è quella di F da О. 

Si ha subito (p. 75) 


D(u) + 2>а(и) =| — р(и)|. 


Ma, per ipotesi, ё 


lim D(u) = 0, 
u=’ 
e quindi è 
lim d (u) =ĉ , 
uu? 
od anche 
lim (м)? = ё, 
uut 
ossia 


uu, 


lim [rey -at= е.а È 
2 g 


Consegue il 
Cor. — Se f(u) è una punto-funzione della variabile w, che 


рег u = «° ha un limite Р, esiste un intorno di w^ in cui frear 
è limitato. $ 

Tror. 2. - Se f(u) è una punto-funzione della variabile u che 
рег u =u’ ha un limite Р, se ф(и) è un'altra punto-funzione 


della stessa variabile «, per la quale fe eo at è limitato in un 
ў 


www.rcin.org.pl 


PUNTO-FUNZIONE — LIMITE - CONTINUITÀ — DERIVAZIONE 81 


intorno di 20, si ha 


lim | (F—F)g.dt —0. 
=P, 
g 


4 
Dix. ~ Infatti, per la disuguaglianza di Somwanz, è 4S 
i ax S 
Ги) ај < [уа еса. ; a кы 
9 9 9 Aa è 
Ma, per ipotesi, » \ a 
< y 
li {г Fydt = 0 A 
im ES E x 
=P. | e Pa 
7 А 
KO 


e LET è limitato in un intorno di 2°, dunque 
9 


lim lu—n« dt —0. 
uw, 
g 
In particolare, se ф è costante rispetto ad и, si ha 
lim [е-е am [n o an. 
uu. + 
7 


? 


Con. — Se f(u) e Ф (u) sono due punto-funzioni della varia- 
bile u che рег «= w? hanno i limiti F e Ф, si ha 


lim [гр-а = [ro at. 
uu ) i 
7 


Dix. — Intanto 
f? ЕФ = (7—Р) р + (р —Ф)Р, 
e quindi 
: [irs — ra = [ip — s а fie Фра б 
3 7 g 


Ma, pel teor. precedente, gli integrali del 2° membro tendono 
allo zero, per u —w*, e quindi 


G, VrraL: — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 6 
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lim Je — Fo). di —0, 


uu 


da cui 


m frs ? и [ro dt. 


ў 
Тков. 8. — бе Ж: e р(и) sono due punto-funzioni della 


variabile u derivabili, anche TIERE è derivabile, e la sua 
9 


derivata è uguale ad [UE +f- ọ')dt, dove f' e ф' indicano le 


g 
derivate di f e ф rispetto ad w. 
Dm. - Poniamo 


F (u) = |f: v - dt : 
; 


ed indichiamo con AF, Af, Ag i rapporti incrementali di Р, Rev 
rispetto all’ incremento A della и. 
Si ha subito 


= [ut pA). Ag р. Aft. 
Р 


Ога, pel cor. precedente, si ha 


lim TOES h)Ag a- |r-e 


WT. 


j 


lim fe Af. а= fe. f'-dt, 
9 Г] 


dunque esiste ім АР, ossia esiste la derivata F' della F, ed è 
uu 


F' = ога : 


g 
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8. 


Varietà nello spazio hilbertiano. 


1. Varietà. — 2. Condizione necessaria e sufficiente perchè una punto- 
funzione di n variabili descriva una varietà ad n dimensioni. — 3. Le de- 
terminanti di una varietà. 


1. Der, 1, - Una punto-funzione di » variabili 
(1) Uy, Un, 0.) M, 


col variare delle (1) nel rispettivo campo U, percorre un insieme 
di punti di Н, che diremo una varzetà di Н. 

Der, 2. — Una varietà può essere data in infiniti modi da 
una punto-funzione. Il minimo numero di variabili che figura in 
queste punto-funzioni, si chiama numero delle dimensioni della 
varietà. 

Si conclude che, se т è il numero delle dimensioni di una 
varietà V, esiste una punto-funzione di т variabili che descrive 
V, mentre ogni altra punto-funzione che descrive V dipenderà 
da un numero di variabili =n. 

Una varietà ad «na dimensione si dirà una curva ed una 
varietà a due dimensioni si dirà una superficie. 


Nel seguito supporremo che le punto-funzioni che si consi- 
derano abbiano derivate in là quanto occorre, e che per queste 
derivate valga il teorema dell’inversione dell’ordine delle deri- 
vazioni. 


2. Teor. — Condizione necessaria e sufficiente perchè la 


punto-funzione /(#;%,, %,,..., Un) descriva una varietà V ad 
n dimensioni è che le funzioni 


l=- (i= 1,2,...,m) 


siano linearmente indipendenti, od in altri termini che sia diverso 
da zero il determinante 
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1 dg -... din 


а, das O3 n 
8 = 
l^ ТУСТУ VIE E VIE 
Qua Чы: Gant 
dove 
A, = |f. f, dt (p. 69, teor. 1). 
2 


Dix. - Supponiamo che in un punto generico della varietà 
V le f, siano linearmente dipendenti, 
Ciò significa che è possibile trovare un sistema di funzioni 
delle Ui, 92 ns. Uni 
№ (и) (1291,24 544,8), 


(costanti rispetto alla variabile #) per cui 


2 
БУ " 
e Mi r Íi 
1 
sia generalmente nulla in g. 
Sia 
Fis Yos Ўз... 


un sistema cartesiano ortogonale, e siano 
b, (и) (f emm Me Bs og 
le (oa rispetto a tale sistema della 
Гм). 
Indichiamo poi con бу; la derivata parziale di б, rispetto ad 
ad w;. Abbiamo allora 
T EIU (= l9 E 


da cui risulta che n qualunque delle è, hanno il determinante 
funzionale uguale a zero, e che quindi » qualunque delle 5; sono 
dipendenti. 

Sia m il maggior numero delle b, indipendenti, sarà m <n. 
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Per fissare le idee supponiamo che siano indipendenti le 
(2) Ау 95591 155 


Tutte le altre b, sono funzioni di queste e quindi la /(t;%) 
risulta una punto-funzione delle (2). Indicando questa punto- 
funzione con 

F(t; b, da,..., Om)» 
si vede che questa punto-funzione descrive la V, e che quindi il 
numero delle dimensioni di V è minore di m. Così è provata che 
la condizione è necessaria. 

Per provare che la condizione è sufficiente, si osservi che, 
se il numero delle dimensioni di V è un numero m<n, le b; 
si possono esprimere in funzione di »» variabili, e che quindi il 
determinante funzionale di » delle 5, rispetto alle « è uguale a 
zero. Ciò è sufficiente per concludere che esistono m funzioni А, 


per cui valgono le 


e quindi per cui la 

Zhu fi 
è generalmente nulla, il che prova che le /, sono linearmente 
dipendenti. 


3. Der. - Una punto-funzione /(#;,,%z,...,%,) per la 
quale le fj, f?,..., f, sono linearmente indipendenti si dice una 
punlo-funzione determinante. E, se V ё la varietà che descrive 
una punto-funzione determinante /(#; н), si dice che f(t; м) è 
una determinante di V. 


9. 
Spazi lineari o euclidei. 

1. Definizione di spazio lineare e di determinante lineare. — 2 Condi- 
zione necessaria e sufficiente perchè due determinanti lineari descrivano lo 
stesso spazio. — 3. Parametri. — 4. Parametri normali. — 5. Rette orientate 
e parametro principale. — 6. Angolo di due retto orientate. — 7. Rette 
parallele ugualmente od inversamente orientate. — 8. Rette ortogonali. 

1. - Se 
(1) Pro Posters Pn 
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sono n funzioni a quadrato sommabile in g, e linearmente indi- 
pendenti, se inoltre à un'altra funzione a quadrato sommabile 
in g, se 


Чу, Ugg: 0) Un 
sono n variabili, ciascuna percorrente una intera retta, la 
(2) P 4-04 Pr F Un Ф --.... F S Pn 


è una punto-funzione determinante. Infatti le sue derivate par- 
ziali rispetto alle varie #, sono le (1), e quindi sono linearmente 
indipendenti. 

Dxr. — Una varietà che abbia per determinante una punto- 
funzione del tipo (2), in cui le (1) sono linearmente indipendenti, 
si dice uno spazio lineare od euclideo ad n dimensioni. Uno 
spazio euclideo ad 1 dimensione si chiama anche retta, uno spazio 
euclideo a 2 dimensioni si chiama anche piano, ed uno spazio 
euclideo a 3 dimensioni si chiama anche spazio ordinario. 

Una determinante di uno spazio euclideo potrà essere anche 
di forma diversa dalla (2). Una determinante della forma (2) si 
dirà una determinante lineare dello spazio euclideo che essa de- 
scrive. 


2. Teor. — Se S, è uno spazio euclideo ad » dimensioni, 
se 


(2) D + ui. prH Ue Po +e + Un: Pn 


è una sua determinante lineare, condizione necessaria e sufficiente 
perchè un'altra determinante lineare 


(3) Фф meus H Un: On 
sia una determinante dello stesso 5,, è che 

(4) p =Q А.ф S god egy 
(5) Фи iride e 1... Pen Pa 


dove le A e w sono delle costanti. 

Dix. — Infatti, fra i punti di (3) vi è quello che corrisponde 
ai valori nulli delle v, ossia vi è il punto $'. Quindi, se (3) è 
una determinante di S,, la y' si deve ottenere da (2) dando par- 
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ticolari valori alle 4, e si avrà necessariamente la (4), con le À 
costanti convenienti, 

Analogamente, se (3) è una determinante di Sa, la & + Ф; 
è un punto di S, e si deve ottenere da (2) assegnando alle w 
particolari valori. Sarà allora 


9 4-9 = Фф b vat Vate Ф з 


e sottraendo da questa la (4) e ponendo 


si ha la (5). Dunque la condizione è necessaria. 

Questa condizione è anche sufficiente. Infatti, sostituendo in 
(8) le & e я; date dalle (4) e (5), si vede che ogni punto 
(3) è anche un punto (2). Inoltre, se si osserva che il deter- 
minante delle py; deve essere diverso da zero, perché le c; sono 
linearmente indipendenti, dalle (5) si ricavano le ф, espresse 
linearmente per le g;. Sostituendo allora in (2) la $ che si 
ricava da (4), e quindi le Ф; colle loro espressioni a mezzo delle 
q,, si vede anche che ogni punto (2) è un punto (3). 


3. Der. — Se f, ed f, sono due punti diversi di una retta, 
la differenza / — f si chiama un parametro di quella retta. 

Teor. - Due parametri di una medesima retta hanno rapporto 
costante e + 0, e, viceversa, se si moltiplica un parametro di una 
retta per una costante +0 si ha un nuovo parametro di quella 
retta. 

Dix. - Infatti, se ф + иф è una determinante lineare di una 
retta 5,, e se f; ed f; sono due punti diversi di S,, si avrà 


=ч р е ефир, 
dove «' ed w” sono valori diversi di 0; e quindi 
h—fh -(w'—w)-h.e, 


dove k =u" — w', e quindi è costante + 0. Si conclude che ogni 
parametro di 5, è uguale al prodotto di Ф per una costante +0, 
e quindi che il rapporto di due parametri di S; è una costante + 0. 

Per provare la seconda parte del teor., basta provare che, 
essendo k una costante qualunque +0, la ko ё un parametro di 
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S,. Ora ciò è evidente, perchè ky = (p + kg) —4, e $c - Аф e 
ф sono due punti diversi di S,. 


4. Der. - Fra i parametri di una retta ve ne sono due che 
sono funzioni normali (p. 43, 8 2) e si diranno parametri nor- 
mal? della retta. 


5. Der. 1. — Una retta si dice orientata quando ad uno e 
ad uno solo dei suoi parametri normali è assegnato il nome di 
parametro principale della retta. 

Der. 2. — Se S, è una retta orientata e se ọ è il suo pa- 
rametro principale, se inoltre /, ed f; sono due suoi punti, poichè 
h-—fi-—h.« con k costante +0, si dirà che f, segue fi se 
k2>0, e che f; precede f; se А «0. 


6. - Se ọ e p sono i parametri principali di due rette orien- 
tate, poiché, per la disuguaglianza di Scmwanz, si ha 


- Ty ae - 
(Jep at] e a jur ar, 


0 0 
ed ё quindi 
[e atit, 
| 
? 
Г f ф.ф.а1 può essere interpretato come il coseno di un angolo 


9 
a compreso fra 0 e m. 
Der. – Se e e d sono i parametri principali di due rette 


orientate, l'angolo a compreso fra 0 e т, per cui è cos «— |+ -d. di, 
9 


si chiama l'angolo delle due rette orientate. 

Evidentemente, se Ф’ e $' sono due altri parametri delle due 
rette, sarà g'— he, d'—h4, dove А ed k sono due costanti, e 
quindi sarà 
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7. Der. - Due rette orientate si dicono parallele ed ugual- 
mente orientale, se hanno generalmente uguali i parametri prin- 
cipali, e si dicono parallele ed inversamente orientate, se hanno 


generalmente contrari i parametri principali. 
Nel 1° caso, se ф e $ sono i parametri principali delle due 


rette, è fe 0 dé — 1, e quindi l'angolo х delle due rette è = 0, 
9 


nel 2° caso è LEX —1, è quindi а=. 
Viceversa, se a=0, e quindi se [#-%-@= 1, si ha 
y 


Je a = [e a2 e at] t 1—2 +1=0, 
0 g 2 0 
e quindi Ф —% è generalmente nulla, e р e sono generalmente 


uguali; se x = т, e quindi Јева =— 1, si ha 
g 


fety a = [++ [e at +[g.d=1-2+1=0, 
0 g 2 D 

e quindi ж + ф à generalmente nulla, e е e p sono generalmente 
contrarie, 


8. Teor. - Se р e № sono due parametri di due rette, e se 


[eg dit=o, cioè se р e № sono due funzioni ortogonali, o, 


g 
come si dirà, se ф e 4 sono parametri ortogonali, lo stesso av- 


viene per altri due parametri delle stesse rette, 

Dix. — Infatti, se &' e 4' sono altri due parametri delle stesse 
rette, sarà 9'=kyg е (= Аф, dove k ed А sono delle costanti, ed 
allora 


Je at [aoa tt ias foa ar o 
g Ü g 


Der. – Due rette tali che ogni parametro dell'una sia orto- 
gonale ad ogni parametro dell'altra si dicono ortogonali. 
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10. 


Ancora sugli spazi euclidei. 


1. Ancora sulle determinanti lineari di una retta. — 2. Parametri di 
uno spazio euclideo. — 3-4. Teoremi. — 5. Triangoli. Teorema di Carnor. 
— 6. Spazi ortogonali. — 7. Osservazione. 


1. Teor. – Se $' è un punto di una retta S,, e se g' è un 
parametro di questa retta, la 


Ü 


о 4- v.g, 


Or 


una determinante di S,. 
Юм. – Infatti se 


V reg. 


De 


una determinante di S,, si ha: 


=, 


dove Ё è una costante diversa da zero (p. 87, 8 3, vedi dim. del 
teor.). Inoltre, essendo $^ un punto di S,, è 


y-9T3: 9, 
dove A è una costante conveniente, e quindi (p. 86, teor.) la 
v rU р , 
è una determinante di $. 
Cor. - Se fı ed f; sono due punti di una retta S,, la 


fi+u- (ff) 


è una sua determinante. 
Dm. - Infatti fj, è un punto di S,, ed /, —/, è un suo pa- 
гатеіто. 


2. Tzor. — Se una retta contiene due punti di uno spazio 
lineare S,, essa giace interamente in questo spazio. 
Dix. — Infatti se 


PH eee Pad da 9... Un Paa 
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è una determinante lineare di $,, e se fi ed f; sono due suoi 
punti, sarà 


= Ф +: Ф А... РА, я, ; 
(= pH: Pit ре Patt n Pas 


e quindi ogni altro punto della retta che contiene /; ed f, sarà 
dato da 


fi и (0—0) = 9 5, u (s 3M). , 


e dunque ó un punto di $,. 
Der. - Un parametro di una retta contenuta in uno spazio 


euclideo 85, si dice un parametro di $,. 


3. Tror. - Se 
Фа Un Pod F Un Oas 


è una determinante lineare di uno spazio euclideo .S,, condizione 


necessaria e sufficiente perché una funzione di sia un рага- 
metro di $„, è che essa sia una combinazione lineare delle 


Фі, $2344, Pao 
Юм. - Infatti, se 


O= h pi HAr pete БА, Par 


i punti /,— $ ed fi— ф + 6 appartengono ad S,, e quindi 
= fi ($4-9)—4-—90 à un parametro di S,, e cosi ё dimo- 
strato che la condizione ó sufficiente. Per provare che essa ó ne- 
cessaria, basta osservare che, se fi ed f; sono due punti di $,, 
sarà 

fi= Yt M pH №... А, 
ed 

fs — + 4... ens 
e quindi 


h—h -—04—1w) "Ф (8 — Pa) | iE + (An — S) -Pa * 


e si deduce che ogni parametro di S, è una combinazione lineare 
delle Фф, 9$,..., Qn- 
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Cor. ~ In uno spazio euclideo S, ad n dimensioni esistono 
^ parametri linearmente indipendenti e non più di m. 
Div. - Infatti, se 


"? T pa T, 
1 
è una determinante lineare di S,, le 


Ф, Ф... Pa 


sono » parametri lineari di S, fra loro linearmente indipendenti. 
Ora, se si considerano 7 + 1 altri parametri di S,, o fra questi 
ve ne sono n linearmente dipendenti, ed allora gli n-+ 1 che si 
considerano sono linearmente dipendenti; o fra gli » +1 ve ne 
sono n linearmente indipendenti, e se tali sono 


Pi) Tris Pho 
poichè 


У „ , 
PH, Pra 
1 


è una determinante lineare di $„ (p. 86, teor.), si conclude che 


il restante (n + 1)° parametro è una combinazione lineare degli 
n parametri фу, ф;,..., Ọna. c. d, d. 


4. Teor. - Se Sa ed Sm (minm) sono due spazi euclidei, e 
se tutti i parametri di S, sono anche parametri di S,, ed i due 
spazi hanno un punto + in comune, tutti i punti di Sm appar- 
tengono ad S,. 

Dim. - Infatti esiste una determinante lineare di 5„ della 


forma 
"» 
ф + Х, и, 0, , 
1 
ed una determinante lineare di S,, della forma 
m 


y 4- Mtb. 
1 


E poiché ogni 6, è una combinazione lineare delle g,, anche 
m 
Уф, 0, è una combinazione lineare delle ф„, e quindi ogni punto 
LI 


di Sm può essere messo sotto la forma 
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n 
Vr Yu gs, 


e quindi appartiene ad $,. 


5. - Se fi ed f sono due punti, e se r è la retta che li 
unisce, se noi orientiamo la retta r in modo che /, segua fi, 
i punti di r che seguono f, e precedono f, formano un tutto che 
chiameremo il segmento fifa. Si vede subito che i segmenti 
fif ed fe fi sono costituiti dagli stessi punti. La distanza di f, 
ed f, si chiama la lunghezza di tale segmento. 

Der. - Se fi, f, f, sono tre punti non situati sopra 
una medesima retta, si dice che essi individuano un triangolo, 
di cui i detti tre punti si chiamano i vertici, i segmenti fifa, 
ffs, Л і tre lati, l'angolo delle rette /1/; ed fif, orientate in 
modo che f, preceda nell’ una f, e пе] айга /; si chiama l’ an- 
golo del triangolo con vertice fi, ed analogamente si definisce un 
angolo del triangolo con vertice /,, ed un angolo del triangolo 
con vertice fa. 

L'angolo con vertice f, si dice opposto al lato f fa. 


ТковЕмА pr Слвхот. - In un triangolo il quadrato di un lato 
$ uguale alla somma dei quadrati degli altri due lati meno il 
doppio prodotto di questi lati moltiplicato per il coseno dell' angolo 
compreso. 

Dix. — Infatti, se fi, fi, fs sono i tre vertici di un triangolo, 
se con a, b, c si indicano rispettivamente le lunghezze dei lati 
h fs, ifa, fufa, е con а l'angolo con vertice fi, si ha 


a= |(һ— pna = [t — б) -G- rra 


9 


= | i+ | s — ny ai— 2 |i — 1) та 
ў 9 ? 
=b+e—2be.cosa, 
poichè 


TAMARA 


сова =! —5;——— (p.88, 8$ 5-6). 
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6. Der. 1. - Se un parametro ф è ortogonale a tutti i pa- 
rametri di uno spazio euclideo $,, si dice che ф è ortogonale 
ad Sn. 

Der. 2. – Due spazi euclidei S, ed $,, che non hanno più 
di un punto in comune, si dicono ortogonali fra loro se tutti i 
parametri di uno di essi sono ortogonali all'altro spazio. 

Tror. – Se $,,, è uno spazio lineare ad m + n dimensioni, 
e se S, è uno spazio lineare in esso contenuto, e se ф è un punto 
di S, , esiste uno spazio lineare $, contenente il punto d e tutti 
e soli i parametri di Snn ortogonali ad Sm. (Evidentemente 
tale $„ sarà contenuto in $,4,, come risulta dal teor. del prec. 
$ 4). 

Dix. — Infatti, se 
(1) Li) 25-5 Pm 
sono m parametri linearmente indipendenti di Sm, e se p è un 


altro parametro di $,,,, , che non appartenga ad Sm, è possi- 
bile trovare un sistema di costanti ),, in guisa che 


(2) 0 = p + M ide ge + Amm 


sia ortogonale ad Sm , perchè, posto 


r, L2 pdt, 
7 

ё possibile risolvere il sistema nelle А, 

[ере й Җа „у= 0 (r=1,2,... m), 

9 
avendo questo sistema diverso da zero il determinante dei coef- 
ficienti (p. 69). 

Da (2) si ricava che 


m 
$—9—XX-$, 
e che quindi ogni parametro di Snn ё una combinazione lineare 
di un parametro ortogonale ad Sm e dei parametri (1). 


Ora, se А è il massimo numero di parametri linearmente in- 
dipendenti di S,,,, ed ortogonali ad Sm, e se tali sono 


f 


(3) Pantis Фа+2› +) Фал з 
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si vede facilmente (p. 69) che gli m + А parametri (1) e (3) sono 
linearmente indipendenti. 


Inoltre è chiaro che ogni parametro di S, 


аһ appartiene allo 
Sata di determinante 


ФА: pit №: Ф .... a Рк, 


e perciò Smp, coincide соп S,,,, ed allora А = n. 

Lo spazio ad n dimensioni che passa per ф e che contiene 
gli n parametri (3) è quello di cui si è affermato l'esistenza nel- 
Г enunciato. 


7. Oss. - Se S, è uno spazio euclideo di » dimensioni, è 
possibile trovare un sistema di n parametri normali e a due a 
due ortogonali che gli appartengono, Se tali sono 


Ag etie uo gti 
e se ф è un punto di S,, la 
Q + XA duy Ko... or Un Aa 
è una determinante lineare di $,, e le 
Gino Оооо оо 


sono le coordinate di un suo punto generico rispetto al sistema 
cartesiano ortogonale (nel senso della ordinaria geometria negli 
iperspazi) che ha per origine ф e per assi le rette passanti per 
$ edi parametri Xj, Xs,... X,. 


1t. 


Cambiamento di coordinate cartesiane. - Movimenti. 


1-2. Cambiamento di coordinate cartesiane. — 3. Trasformazioni lineari 
ortogonali. — 4. Traslazioni. — 5. Movimenti. 


1. - Supponiamo che 


(1) Pr) Pes Pas». 
e 
(2) di, UT Pa, 


siano due sistemi di coordinate cartesiane ortogonali, 
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Sia f(t) un punto qualunque di Н, indichiamo con 
Ti Cas Tapis 
le sue coordinate rispetto al sistema (1), e con 
Yis Yas Ysy ++- 


le sue coordinate rispetto al sistema (2). 


Avremo 
r = |/ Р. di (+= 1,2,...) 
g 
ed 
y. |f $ dt (n — 1,2, ) 
А 0 
Poniamo 
na e. Pa dt (m,n — 1,2, ) 
g 
Poiché la serie 
Za Tt Pin 


converge in media verso f, moltiplicando per d, ed integrando 
termine a termine lungo g, si ha (p. 59, 8 3, teor.). 


(3) Y, sss ity o |f: On dl = у. 


Se in luogo del punto f di H si prende il punto ф,, le coor- 
dinate (2) diventano tutte xero, fuorchè la y,, che acquista il va- 
lore 1, e le coordinate (1) diventano 


= ja Pa: dt as. (gp e dl аьа. 
g 


Sostituendo nelle (3), si ha allora 
1, son=r 


(4) Уба, = 
m "ann in, 0, se n + r ^ 


Invertendo nelle precedenti considerazioni i sistemi (1) e (2), 
Si trova, in modo analogo, 
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(5) ака, 


(6) Е ЖГ І, se m=r 
0, гау Ее: 

Le formule (3) esprimono come variano le coordinate di un 
punto di H, quando si passa dal sistema di coordinate cartesiane 
(1) al sistema (2), e le (5) danno il passaggio inverso. 

Per questo significato noi possiamo dire che, se 


Bi ds. 
ed 


Ao Ge 
sono le coordinate di due punti f ed f" di H, rispetto al sistema 
(1), e, se 


"ha йыз а 
ed 


Ms nee 
sono le coordinate degli stessi due punti rispetto al sistema (2), 
date le formule (3), si avrà 
(7) E, (к — aV)! — X, (y, — uw.) , 
poiché i due membri di (7) esprimono entrambi il quadrato della 


distanza di f ed f’, ossia Г lu f'fdt. 


Se poi 


ed 


sono le coordinate secondo il sistema (1) di altri due punti f” ed 
Ж di H, e se 

Vr2zyET 
ed 


"n Hn 
Mas Meses 


sono le coordinate dei medesimi due punti rispetto al sistema (2), 
si ha 


б. Утлы — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano T 
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. ч „ a ITI JH 2] м , "n 
(8) X, (à, — 2) (x4 — 077) = X. (Un YA) Js — WW): 


poichè i 2 membri di (8) esprimono entrambi 
[rms at. 
g 


2. Tror. - Un sistema di relazioni (3), i cui coefficienti sod- 
disfino alle relazioni (4) e (6), può essere interpretato come un 
sistema di formule che regola il passaggio da un sistema carte- 
siano ortogonale ad un altro. 

Di. - Infatti, se si interpretano le variabili x, come le coor- 
dinate di un punto di Z rispetto al sistema cartesiano ortogonale 
(1) per la convergenza della serie 


AT: P e (1.2... 
che risulta dalla ipotesi (6), la serie 
X 0n: Ta (n= ОТТ) 


converge in media verso una funzione ф, a quadrato sommabile 
in g, e si ha, evidentemente, 


Le $, (#=1,2,...) formano un sistema cartesiano ortogo- 
nale. Infatti 


, 


* А \ 1 
$5 =y ` as í 
| jut aa n dae | 0, sentir 


per il teor. a p. 59, 8 3 e perle (4). Dunque le ф„ sono normali e fra 
loro ortogonali. Resta a provare che formano un sistema chiuso. 
Per questo si osservi che, tenendo conto delle 


feu- ү 


0 
le (6) dicono che 


(9) [ez at x.t] e am 
l | 
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E, poichè il sistema (1) è chiuso, le (9) affermano, in virtù 
del teorema di LaunicELLA, che è chiuso anche il sistema delle 
о) 

Oss. - Poichè le (3), quando siano soddisfatte per i loro 
coefficienti le relazioni (4) e (6), possono essere interpretate come 
le formule che regolano il passaggio da un sistema cartesiano or- 
togonale ad un altro, dalle relazioni (3), (4), (6) conseguono le (5). 

In particolare si può dire che, se si considerano le (3) come 
un sistema di infinite equazioni lineari con infinite incognite £n, 
e se valgono le (4) e (6), le (5) danno la unica soluzione del 
sistema (3). 


3. - Le (3), quando si interpretino tanto le x,, quanto le ум, 
come coordinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano or- 
togonale, definiscono una trasformazione dello spazio H. 

Der. - Una trasformazione dello spazio H definita da for- 
mule come le (3), nelle quali le x, e le у, si interpretano come 
coordinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano ortogonale, 
e nelle quali i coefticienti a, „ soddisfano alle relazione (4) e (6), 
si chiamerà una trasformazione lineare ortogonale dello spazio Н. 
Una tale trasformazione si può invertire mediante le (5). 

Le trasformazioni lineari ortogonali dello spazio Н sono, 
come risulta dalle (3) e (5), corrispondenze biunivoche fra i punti 
di H e i punti di H stesso. Inoltre in virtù delle (7) e (8) esse 
conservano le distanze e gli angoli. Infine esse fanno corrispon- 
dere all’ origine di H l'origine di H. 


4. Der. - Se A(t) à un punto di H, la corrispondenza 
che fa corrispondere ad ogni punto f di Н il punto f+% si 
chiama una traslazione di modulo h. 

Si prova facilmente che una traslazione conserva le distanze 
e gli angoli e quindi le rette, 

Se 7 è una traslazione di modulo №, se 

(fio (£5 sc 


sono le coordinate di A rispetto al sistema cartesiano ortogonale 
(1), se z,, sono le coordinate di f rispetto ad (1), e se y, sono 


quelle di f-- k sempre rispetto ad (1), si ha evidentemente 


Yn = Cn F Xs 0 = 0100 оо) с 


WWwW.rcin.org.pl 


100 SVILUPPl IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI 


5. Der. - Una trasformazione dello spazio H in se stesso, 
la quale costituisca una corrispondenza biunivoca fra i punti di 
H ed i purti di H stesso, e che conservi le distanze e gli angoli 
e quindi le rette, si chiama un movimento dello spazio H. 

È evidente il 

Teor. 1. - Le trasformazioni lineari ortogonali e le traslazioni 
sono dei movimenti. 

Inversamente si ha il 

Tkor, 2. — Ogni movimento o è una traslazione, o è una 
trasformazione lineare ortogonale, o si ottiene eseguendo una tra- 
sformazione lineare ortogonale ed una traslazione. 

Dix. - Sia M un movimento. Se esso fa corrispondere ad 
un punto generico f di H un punto F, e se noi indichiamo con 
F" il punto che fa corrispondere all origine, la corrispondenza 
che fa corrispondere ad f il punto F — F^ è un movimento M’ 
che fa corrispondere all' origine l'origine. 

Si vede chiaro che il movimento М si può ottenere ese- 
guendo il movimento Л/' e poi la traslazione di modulo F". 

Consideriamo il movimento M’ ed il sistema cartesiano or- 
togonale (2). M' porterà i punti (2) in un sistema di punti (1), 
e quindi la retta che unisce l'origine di H con è, in quella che 
unisce la stessa origine con ф„. Ma le rette che uniscono l'origine 
coi punti 4, sono a due a due ortogonali, e poichè M’ conserva 
gli angoli, anche le rette che uniscono l'origine coi punti Ф„ sono 
a due a due ortogonali, ossia il sistema (1) è costituito di fun- 
zioni a due a due ortogonali. Inoltre avendo i punti (2) distanza 
dall'origine uguale all'unità, anche i punti (1) avranno distanza 
dall'origine uguale all'unità, ossia le funzioni (1) sono tutte 
normali. 

Io dico ehe le (1) formano un sistema chiuso. Infatti, se ció 
non fosse, esisterebbe una funzione Ё ortogonale a tutte le (1). 
La А corrisponderà ad una funzione k che, per la conservazione 
degli angoli, dovrà essere ortogonale a tutte le (2). Ciò è impos- 
sibile perchè il sistema (2) è chiuso. 

Si conclude che le (1) formano un sistema cartesiano orto- 
gonale, 

Sia f un punto di H, e sia f' il punto in cui f è portato 
dal movimento M’. 
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Indichiamo con 


stai. 
le coordinate di f, e con 
у, fases 


quelle di f^, rispetto al sistema (1). 
Per la conservazione degli angoli e delle distanze dall'ori- 
gine, si dovrà avere 


|f. dt |р, = Ifa» 
0° 2 
Ma la serie 
x 


D 


` 
N A 


converge in media verso f, dunque 


|r- Lm T di — Za Ua * |та E Da “ dt -3 Lia Aan’ Ln 
? 9 
dove 


dove i coefticienti soddisfano alle (4) e (6). 
Consegue che №’ è una trasformazione lineare ortogonale, ed 
il teorema è dimostrato. 


12. 
Somme di successioni convergenti in media. 


1. Трок. - Se 


(1) Fia Pajera Tae 
e 
(2) фу, фе, +... "TELE 
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sono due successioni convergenti in media rispettivamente verso 
Ф e >, anche la successione 


(3) Fit di, Petar +++, и e 
converge in media ed ha per quasi-limite la ф--ф. 

Dix. – Indichiamo con О l'origine dello spazio hilbertiano 
e con P, e Q, i due punti 9, — e (Pn -- Un) — (Ф + Ф). Inoltre 
indichiamo con OP,, OQ,, P,Q, le distanze di questi punti. 
Si ha OQ, OP, + P,Q, (p. 75, teor). Ma 


7 ù 


e quindi, per la convergenza in media delle (1) e (2), 


limOP, = limP,Q, = 0. 


n x n x» 


Dunque è limOQ, — 0, ossia 
nen 


(e 4-9) pat 0 


e la (3) converge in media verso g 4-4. 


2. — Applicando ripetutamente il precedente teorema, si di- 
mostra il 

Teor. – La somma di un numero finito di successioni con- 
vergenti in media converge in media ed ha per quasi-limite la 
somma delle quasi-limiti delle successioni addendi. 
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1. 


Sulle funzioni razionali intere. 


1. Funzioni razionali intere identicamente nulle. — 9. Funzioni razionali 
intere identicamente uguali. — 3. Condizione necessaria e sufficiente perchè 
il prodotto di due funzioni razionali intere sia identicamente nullo. — 4. Sui 
gradi dei termini del prodotto di due funzioni razionali intere. — 5. Decom- 
ponibilità in fattori primi. 


1. Der, — Una fanzione razionale intera di una o più va- 
riabili si dice identicamente nulla, se ha valore zero per ogni 
sistema di valori delle variabili. 

Txor. — Una funzione razionale intera identicamente nulla 
ha nulli tutti i suoi coefficienti. 


Diu, - Intanto è facile vedere che una funzione razionale 
intera di una sola variabile x 


f(x) == a,- ж” p a 3*7! usui bs 


che non abbia nulli tutti i coefficienti non può essere identica- 
mente nulla. Infatti, se f(x) fosse identicamente nulla, e se 


б, %,.... Tng gi 
sono 2.41 valori diversi della x, dovrebbe essere 
f(x) —9 ес 1). 


Ma queste relazioni si possono considerare come т - 1 equa- 
zioni lineari omogenee, nelle v -- 1 incognite 


Go, 015.4 Q4, 


col determinante dei coefficienti che è il determinante di VANDER- 
YONDE degli elementi a due a due diversi 
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АЛИКО, л» 


e che quindi è diverso da zero. Queste relazioni non possono 
allora essere soddisfatte se si suppone che i coefficienti di f(x) 
non siano tutti nulli. 

Per dimostrare il teor. in generale, si supponga che esso 
sia stato dimostrato per le funzioni razionali intere con э» varia- 
bili, e dimostriamo che esso vale anche per quelle che hanno 
т. -- 1 variabili. A tal fine supponiamo che f sia una funzione 
razionale intera con m +- 1 variabili, e che xz sia una di queste. 
Sarà 


dove le 4 sono funzioni razionali intere delle rimanenti »» va- 
riabili. Se f è identicamente nulla, qualunque sia il sistema di 
valori che si assegnano alle variabili che figurano nelle c, la f 
è una funzione razionale intera identicamente nulla della sola 
variabile z, e si conclude che i suoi coefficienti g sono nulli. 
Dunque le ф si annullano per ogni sistema delle э” variabili che 
in esse figurano, ossia le 9 sono identicamente nulle; e, per li- 
potesi fatta, esse hanno nulli tutti i loro coefficienti, ed infine 
sono nulli tutti i coefficienti di f. (5 Gl di. 


2. Der. — Due funzioni razionali intere si dicono ?dentica- 
mente uguali, se per ogni medesimo sistema di valori delle varia- 
bili acquistano lo stesso valore. 

Teor. - Due funzioni razionali intere identicamente uguali 
hanno uguali i coefficienti dei termini simili. 

Dix. - Infatti, se ф e Фф sono due funzioni razionali intere 
identicamente uguali, la g — Фф è una funzione razionale intera 
identicamente nulla, e quindi ha nulli tutti i coefficienti. Ma i 
coefficienti di e — 4 sono le differenze dei coefficienti dei termini 
simili di ф e 4, dunque i coefficienti dei termini simili di g e 7 
sono uguali. c. d. d. 


3. Ткок. — Condizione necessaria e sufficiente perchè il pro- 
dotto di due funzioni razionali intere sia identicamente nullo è 
che almeno uno dei fattori sia identicamente nullo. 


Dix. - È evidente che la condizione è sufficiente, Siano ora 
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p e ф due funzioni razionali intere di una sola variabile œ, tali 
ehe il prodotto 4.4 sia identicamente nullo. Poiché per ogni va- 
lore di x risulta c. — 0, per ogni valore di x uno almeno dei 
fattori £ e p sarà nullo. Ora, se n è il più grande dei gradi di 
ре 4, e se si considerano 2» + 1 valori diversi della x, poichè 
ciascuno di essi annulla almeno una delle due funzioni фе $, vi 
sarà una di queste funzioni che si annullerà per almeno n -4 1 
di detti valori. Si conclude che questa funzione è identicamente 
nulla. 

Dimostrato così che la condizione è necessaria nel caso di 
una sola variabile, per dimostrare la cosa in generale basterà 
provare che, se essa sta per un certo numero 72 di variabili, sta 
anche quando le variabili sono эв -;- 1. Supponiamo allora che € 
4 siano due funzioni intere con m+ 1 variabili e che il loro 
prodotto sia identicamente nullo. Se né l'una nè l’altra delle due 
funzioni e e è è identicamente nulla, indichiamo con x una delle 
variabili, ed indichiamo con w e vi gradi di т e 4, rispetto ad г. 
Avremo 


? — “o T + Yi 


dove ф e þa sono funzioni delle rimanenti m variabili e c, è 
rispetto ad x di grado <p e d, è rispetto ad ж di grado <v. 

Risulta che il termine di £-4 di grado massimo in x è 
fo: jo x", e poichè cd è identicamente nulla deve essere 
Фо‘ 9o — 0 per ogni sistema di valori delle m variabili che in esso 
figurano, dunque Фф.» è identicamente nulla, e, per l'ipotesi 
fatta, uno dei due fattori c, e ọpọ è identicamente nullo. Questo 
contrasta colla supposizione che р e v siano effettivamente i gradi 
di p e 4 rispetto ad x. Dunque bisogna concludere che una delle 
due funzioni ф e p deve essere identicamente nulla, 


4 Teror. - Se ф e p sono due funzioni razionali intere, il 
massimo grado dei termini di Ф. ф è uguale alla somma dei mas- 
simi gradi di ре di 4, e il minimo grado dei termini di @.4 
è uguale alla somma dei minimi gradi dei termini di фе di Фф. 

Dm. – Supponiamo che p. е v siano i massimi gradi dei 
termini di e e ф. 
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Si potrà porre 
Ӯ = Pt Фа 
Y = ji + de к 


dove c, ё la somma di tutti i termini di grado p di p, e ф„ è 
la somma dei termini rimanenti; ed analogamente ф, è la somma 
dei termini di grado v di 4, e 4, la somma dei rimanenti. 

Sarà 


Da 


impor, 


dove R è una funzione razionale intera di grado minore di р. + v. 
Quindi si potrà concludere che il massimo grado di ф.ф sarà 
+ у, se non sarà Ф. ф, identicamente nullo. Ma ciò non può 
essere, perchè, per ipotesi, nessuno dei fattori v, e d, è iden- 
ticamente nullo. 

Resta cosi provato che il massimo grado dei termini del pro- 
dotto di due funzioni razionali intere è uguale alla somma dei 
massimi gradi dei termini dei due fattori. In modo analogo si 
dimostra l'altra parte del teorema. 

Сов. — Se il prodotto di due funzioni razionali intere т e % 
è una funzione omogenea, le due funzioni р e $ sono pure omo- 
genee ed il grado di Ф.о è uguale alla somma dei gradi di c 
e di è. 

Dix. - Infatti, se с. è omogeneo, e se n è il suo grado, 
tanto il massimo come il minimo grado dei termini di 4-4 è 
uguale ad », dunque la somma dei massimi gradi e quella dei 
minimi gradi di v e 4 sono uguali ad л, e però il massimo grado 
ed il minimo grado dei termini di ognuno dei fattori р e ф sono 
uguali, e quindi p e $ sono omogenei; ed inoltre risulta che il 
grado di 0.4 è uguale alla somma dei gradi di о e di ф. 


5. Der. - Una funzione razionale intera di grado >>0 si 
dice prima se non è decomponibile in un prodotto di due fun- 
zioni razionali intere di grado — 0. i 

Con considerazione analoghe a quelle che si fanno sulla di- 
visibilità dei numeri interi si può dimostrare il 

Тков. 1. — Ogni funzione razionale intera non prima si può 
decomporre in un prodotto di funzioni razionali intere prime. 

Se poi si considerano come un medesimo fattore primo due 
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fattori primi che si ottengono l’un dall’altro moltiplicando per 
una costante, si ha anche il 

Tror. 2. — Una funzione razionale intera si può scomporre 
in un sol modo in un prodotto di funzioni razionali intere prime. 


2. 


І determinanti funzioni dei propri elementi. 


1. Determinanti generici e simmetrici considerati come funzioni dei loro 


elementi. — 2. Indecomponibilità di tali determinanti in fattori. 
1. - Un determinante generico 
Tu dra o: Tin 
în Tn tan | 
(1, | 
E 
Tw T. „ез Can 


considerato come funzione dei suoi elementi, è una funzione ra- 
zionale intera omogenea di grado » di м? variabili. 
Un determinante simmetrico, cioè un determinante (1) in 


cui Zas = X,+, considerato come funzione dei suoi elementi, è 
pure una funzione razionale intera omogenea di grado n, ma con 


sole (" ә l | variabili. 


2. Ткок. - Un determinante simmetrico considerato come 
funzione dei suoi elementi è una funzione prima. 

Dix. — La proposizione è evidente se l'ordine del determi- 
nante è 1, Per dimostrare la cosa in generale basta provare che, 
se essa è vera per i determinanti di ordine л, è- vera anche per 
quelli di ordine n -- 1. A tal fine consideriamo un determinante 


simmetrico di ordine n + 1 di elementi 
ffe, Nerei lo оосо 1 1D 


Supposto che esso si possa scomporre nel prodotto di due 
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funzioni razionali intere 4 e 4, poichè il determinante è di grado 
1 rispetto all’ elemento xı, uno dei due fattori sarà di grado 1 
rispetto ad x, e l'altro di grado zero. Sia р il fattore di grado 
1 rispetto ad х, allora sarà 


$ = лр, ТЕ 


dove Ф, e Ф, sono di grado zero rispetto ad xu. Inoltre il deter- 
minante varrà 


Ma esso vale anche zn: Xy + Y, dove X, indica il comple- 
mento algebrico di zu, ed Y è una funzione razionale intera di 
grado zero rispetto ad xj. Si conclude che dovrà essere 


Ma X; è un determinante simmetrico di ordine 2, e quindi, 
per ipotesi è indecomponibile. Dunque una delle funzioni т, e ф 
deve essere costante. Se risulta d costante, la supposta non è 
una decomposizione del determinante primitivo. Resta a supporre 
che sia costante la т. Ma « è omogenea. e contiene l'addendo 
fı- Zu che è di grado 1, dunque la ẹ è di grado 1. 

Nella v possiamo supporre il coefficiente di ху uguale ad 1, 
ed allora sarà $ = Xy. 

Notiamo poi che in tale 4 zon figurano le variabili 255, 235, .. - 
21а) Zin41, ё che, rispetto al complesso di queste variabili, il de- 
terminante dato è di 2° grado; dunque т dovrà essere almeno di 
2° grado, il che è assurdo. Si conclude che il determinante è in- 
decomponibile. 

Cor. - Un determinante generico considerato come funzione 
dei suoi elementi è indecomponibile. 

Dix. - Difatti, se un determinante generico fosse decompo- 
nibile, basterebbe uguagliare in esso gli elementi simmetrici ri- 
spetto alla diagonale principale per ottenere un determinante sim- 
metrico decomponibile, il che è impossibile. 

Del resto la dimostrazione precedente potrebbe essere seguita 
nelle sue linee generali per dimostrare direttamente questo cor. 
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3. 


Quadriche e trasformazioni lineari. 


1. Quadriche, — 2. Trasformazioni lineari. — 3, Trasformata di una 
quadrica. — 4-5. Sopra certe funzioni omogenee dei coefficienti di una 
quadrica, 


1. Der, — Una funzione razionale intera omogenea di grado 
2 in un sistema di variabili si chiama forma quadratica o sem- 
plicemente quadrica. 

Una quadrica con » variabili 


Zi) оу...) Xn 


si scriverà sotto la forma 


con 


F=} a p, 4 Те Ds (CP -= а) 


ё una forma quadratica, il determinante dei coefficienti 


Mai а... din | 

da, @ + lta | 

а= | 
| а, 1 (I. o va. Ann | 


si chiama il suo discriminante. 

Der. 3. — Una forma quadratica si dice generica se il suo 
discriminante è diverso da хело. Nel caso contrario si dice sin- 
golare. 


2. Der. — Una sostituzione che porta dalle variabili 


Yis Уау.) ША 
alle variabili 


4i. 2, ++, Yuy 
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data dalle »» relazioni 


(1) Ti == Жубу}, (@=1,2,...,%), 


iu cui le c, sono dei numeri noti, si chiama una trasformazione 
lineare. Le (1) si dicono le equazioni della trasformazione, ed il 
determinante 


si chiama modulo della trasformazione. 


3. – Una trastormazione lineare (1) trasforma una quadrica 


colle variabili x in una quadriea colle variabili y 


F'— Sa b,. "T 4j ^". Um 
1 
соп 


= —y v " 
(2) b, ambu = Ё, 5,2" Cor `©з»' 


Der, — La quadrica F’ si chiama la trasformata della F 
mediante la trasformazione (1). 

Teor. - Il discriminante della trasformata di una quadrica 
Е è uguale al discriminante della № moltiplicato per il quadrato 
del modulo della trasformazione. 

Div. – Infatti, se noi poniamo 


ed 
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e se rieordiamo le regole di moltiplicazione dei determinanti, 


vediamo che a è il prodotto dei determinanti æ e c, E poiché ri- 
sulta 


р. = Уа... 
vediamo anche che b è il prodotto dei determinanti a e c. Si 
conclude che 
(Desi © oe (9019) mm (o сас 


4. - Sia 
(3) t (855, а», очо 0 E (a) 


una funzione razionale intera omogenea di grado A dei coefficienti 
di una quadrica F. Si trasformi la F in una quadrica F’ a mezzo 
di una trasformazione lineare (1), e si consideri la 


(4) ? Um по) Ф (b) 


ottenuta dalla (3) sostituendo ad ogni coefficiente di Р quello di 
F' che ha gli stessi indici. 

Sostituiamo poi in (4) alle b, , le loro espressioni date dalle 
(2). Allora la (4) diventa una funzione razionale intera dei coef- 
ficienti della Р e dei coefficienti della trasformazione (1), omo- 
genea di grado 3%, e più precisamente omogenea di grado Ё nei 
coefficienti di F, ed omogenea di grado 2% nei coefficienti della (1). 

Indichiamo questa funzione con 


(5) $ (mi, 55... Anny Cus ©з, ба,..., бал). 


Vale il 
Tror. - Se la funzione (5) è uguale al prodotto della fun- 
zione (3) per una funzione razionale intera 


West, Cigary EIE) 


dei soli coefficienti di (1), la Ө è una potenza con esponente in- 
tero del modulo di (1), ed il numero 2% deve essere divisibile 
per n. 

Dix. - Supponiamo che la trasformazione (1) sia di modulo 
diverso da zero, e risolviamo rispetto alle y. Si avrà 


G. ViraLi — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 8 
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" 


(6) ey, X042, WESS S... 2), 


dove le C, sono i complementi algebrici delle c;; in е, e quindi 
sono funzioni razionali intere omogenee di grado » — 1 dei coef- 
ficienti di (1). 

La relazione algebrica 


$a, dí, «s Anny Curs Cuts Css, Cnn) = 
(1) 
=G (lais Mer- -ey Oan) -O (Cir, би, Cn, «e. Can) 
sta anche se al posto delle а„, si pongono le 5,,, e al posto 
delle c; si pongono le (;:e, ma allora il 1° membro di (7) di- 
venta la (3) e la 6, tenuto conto della sua omogeneità, diventa 


(С, Cs, Cnipa Oni —0(C):e"^ . 
Si hanno adunque le relazioni 
$0) = ẹ (a) - 6 (c) 
g (a) = v (b) -0 (0): , 


dalla quali si rieava 
9()-9 (0) e. 

Ma с è una funzione prima (p. 110), d'altra parte c^ non 
si può scomporre in fattori primi che in una sola maniera, 
dunque deve essere 

6 (c) = М." k 
dove M è una costante, ed m è un conveniente numero intero. 
Si vede subito che M — 1, perchè, se noi prendiamo per trasfor- 
mazione (1) la 


а=} (0= Ше ЖЕ, 
abbiamo c= 1 e le а,,=б„,, е la 
# (a) = e (b) - 6 (c) 


ci dà corrispondentemente 6 (с) = 1, ossia М.с" = 1, ed infine 
ЛИ S 
Dunque per ogni sistema delle су si ha 


oe) = emi 
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Ora 6(c) è di grado 2k, e e" è di grado n.m, deve dunque 
essere 
n.m=2k, 


ossia 2k deve essere divisibile per n. 


5. Tgog. — Una funzione derivabile £ dei coefficienti di una 
forma quadratica generica F è una costante (cioè è indipendente 
dai detti coefficienti), se essa non cambia valore tutte le volte 
che in essa si sostituiscono i coefficienti di F coi corrispondenti 
di una trasformata F' della F a mezzo di una trasformazione li- 
neare, 

Юм. – Consideriamo la trasformazione lineare di equazioni 


LTD (rts) 
| T. Y, À * Un 1 


dove А è una costante ed s ed k sono due numeri interi fissi, 
che possono essere diversi od uguali. 
Ciò equivale a prendere nel caso di з= k 


( C= 1 (7+8) 
€, — 14А 
(0 (рї), 
e nel caso di sth 
| 6—1 (к=?) 
| Ca À 


e le rimanenti ер, uguali а zero. 
In tutti i casi si avrà 


\ br = üy (pth e qh) 
LLL (44) 
ba M .au4-2-:X.a4- уһ 5 


Mettiamo ora in evidenza nella Ф gli а,, che hanno almeno 
un indice uguale ad k, e quindi scriviamo 


P= F (Gris Arye, ал... О). 
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Per l'ipotesi, sì avrà 


O {бух РАССРО ТА i 
= # (аа-а, ала Х,а... Ann + 91,4 70,4... аһа, л), 
e questo avviene per ogni А. 


Derivando rispetto a А i due membri della precedente ugua- 
glianza, e poi facendo à = 0, si ha 


бф dn д 
фж dE e Кй Еа... Ee 
0а, | e, л Oft, 


Facendo variare s da 1 ad 7, si vede che le 


0 


dg dg дф 
dann” 


" "n yg 


са» да, n 


soddisfano un sistema di » equazioni lineari con » incognite e 
col determinante dei coefficienti diverso da zero, poiché esso è il 
discriminante della forma F. Dobbiamo quindi concludere che 


op + __ 9% ЕС: 
да, 


Questo avviene per ogni л, quindi, per ogni coppia di indici 
peq,si ha 
ы, =, 
сау, 
ossia la ф è indipendente da ogni а, „, e quindi è costante. се. d. d. 
Cor. - Sia p una funzione derivabile dei coefficienti a,, di 
una forma quadratica generica F tale che, quando in essa ф si 
sostituiscono i coefficienti a,, coi corrispondenti d,, della forma P" 
in eui la F si trasforma a mezzo di una qualunque trasforma- 
zione lineare omogenea, la ф risulta moltiplicata per la potenza 


2y-esima del modulo della sostituzione. Si ha = C.a”, dove C 
è una costante ed a indica il discriminante di F. 

Юм. — Infatti, poiché a per una trasformazione lineare omo- 
genea sulle variabili risulta moltiplicata per il quadrato del mo- 


dulo della sostituzione, g:a” rimane invariato, e quindi p:a* è 
una costante. Si ha dunque Фф = С.а”, dove C è una costante. 
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4. 
Determinanti di Torelli. 


1. Definizione. — 2. Calcolo. — 3. Condizione necessaria e sufficiente 
perchè un determinante di ToreLLI non si annulli. 


1. Der. - Se а ed x sono due numeri, chiamo determinante 
di Torei il determinante di ordine n 


| ac n ХЕТ $ 
= е | x aam UIS z 
Т (8t) == 

| І І 5 х 2 


2. - Si ponga 
autt nt ... Ant? 


| Ga d- ro ayt ... Untar 


laur Gar iro ЗЕЕ З Е 


Poichè i termini di ciascuna colonna sono somma di due 
numeri ciascuno, il determinante D(x) si può spezzare nella 
somma dei 2" determinanti che si ottengono sostituendo ad ogni 
colonna o i primi addendi che in essa figurano od i secondi ad- 
dendi. Di questi determinanti sono nulli tutti quelli che hanno 
almeno due colonne formate coi secondi addendi, perchè hanno 
almeno due colonne uguali, e quindi si ha 

n 


Р(х) = D 4-Х, А, (x) , 


1 
dove D= D(0), e 
| Gi car Girar T Meg ic y 
| 
| а... О. Ж Os 41 ‚., Ugn - 
А, (x) = =v., An 3 


|»! c 2»952229-35"^22^34 


| Qu OS uL, T LES am 
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indicandosi con 4, il complemento algebrico di a, nel deter- 


minante D. 


In conclusione 
" 
Р(х) = D --z X, А, 
1 
Supponendo 
a, se 7—8 
== 
0 ТЕТЕ АЕ 
si ha 
D(x) = T,(2, x) ; 
e, poichè allora 
Dem 
ed 
(a"7', se res 


Ё. = 
Го se rts, 


1 


Tala, r)- a"+m.r. а" -' 


= at'latn.2). 


si ha 


3. - Dalla precedente espressione si ricava che, se »7»1, 
condizione necessaria e sufficiente perché 7,(2, x) non si an- 
che ж ed a + nx siano entrambi diversi da zero. 


nulli è 


5. 


Determinanti di Spottiswoode. 


1. Definizione. — 2. Calcolo. 


1. - Se 
Ou la > Cin 
Ca Cn . Cin 
Ces 
Cu Сиз >» Cnn 
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è un determinante qualunque di ordine 2, e se m è un intero 
<<, i minori di ordine m che si possono estrarre da c sono 


in numero di Kir perchè la righe di un tale minore si pos- 
? 


ue ncn . TS s. 
sono scegliere in ^: modi (numero delle combinazioni semplici 
di n elementi ad m a m) е le sue colonne si possono scegliere 

, n 9 
pure in | | modi. 
ni 


Si potrà indicare con Cii ..., ,j;,...,, quello di questi 
minori che è formato colle righe di c che occupano i posti indi- 
cati coi numeri 2,,75,...,2,, e colle colonne di e che occupano 
i posti indicati coi numeri j1,J2; «-,/m. Prendendo questi minori 


come elementi, formiamo il determinante di ordine | ) che si 
m 


ottiene disponendo i Ci t,- im ,; ;,..;,, in un quadrato in modo che 


in una medesima linea sia costante il gruppo degli indici 7,7, ... im 
ed in una medesima colonna sia costante il gruppo degli indici 
Jis... Jm, e che in ogni termine della diagonale principale i due 
gruppi di indici 4,2,...2, e 7172-.-7m Siano uguali, 

Come si vede, vi sono vari modi per formare un tale deter- 
minante, ma, poichè da un modo all’altro si passa eseguendo sulle 
righe e sulle colonne la medesima sostituzione, si conclude che 
il valore del determinante di спі si discorre è determinato. Lo 
indicheremo con cm. 

Der. - Il precedente determinante cm si chiamerà l’ m-esimo 
determinante di Sportiswoone dedotto da c. 


2. — Nel precedente determinante di Srorrrswoopk noi di- 
stingueremo Ie righe e le colonne in pari e dispari; diremo 
pari una riga quando è рагі la somma degli indici č, t... im 
dei Oni- imss- im ehe in essa figurano, e diremo dispari le 
altre righe, e diremo analogamente pari una colonna quando è 
pari la somma degli indici j; je... jm dei C, ү... „л... che 
in essa figurano, e dispari le altre colonne. 

Se in c, cambiamo il segno a tutti gli elementi di ogni linea 
dispari e poscia a tutti gli elementi di ogni colonna dispari, ve- 
diamo che il determinante non cambia valore, e che nello 


S cH 
Cs arro 
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stesso tempo si muta nel determinante che ha per elementi i 
Üs e iss du e Je’ im Presi col segno + o col segno — a seconda 
che la somma di tutti i 2m indici è pari o dispari, o in altri 
termini si muta nel determinante che ha per elementi i comple- 
menti algebrici dei minori di с di ordine n — m. 


Consideriamo ora il prodotto 
Cm En-mo 


Noi possiamo pensare che il Ca -m sia formato coi comple- 
menti algebrici dei minori di ordine т di c, e che nei due de- 
terminanti Cm e Сот un minore di ordine m di е ed il suo 
complemento algebrico occupino lo stesso posto. Allora, eseguendo 
la moltiplicazione per righe dei due determinanti cm e съ e 
tenendo conto di note proprietà dei determinanti, si trova come 


prodotto un determinante di ordine @ che ha tutti gli ele- 


menti della diagonale principale uguali a c, e tutti gli altri uguali 
а 0, 
Si conclude che 


(O 
йа хе 


Considerando che c, e Cn—m sono funzioni razionali intere 
degli elementi di с, e che, essendo с un determinante qualunque, 
non si potrà scomporre in fattori razionali interi, si deve conclu- 
dere che ognuno dei fattori Cm e Cn-m sarà uguale ad una po- 
tenza intera di c moltiplicata per una costante. 

Dunque 

Cm = М.е" 3 
dove M è una costante, e k è un intero >> 0, 
Ora cm è, evidentemente, di grado т · e negli elementi di 


с, e c* à di grado n.k in questi medesimi elementi. Dunque 


n(5 ont, 
m 


da cui 
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m [m nl) 

А = — · ES 4 
n nm т— 1] * 


Cw == М piii К 


e quindi 


Prendendo poi per c il determinante di ordine » che ha 
—] i termini della diagonale principale, ed — 0 i rimanenti, si 
vede che allora risulta c, —1 ed anche с=1, e se ne trae 
1=М.1,‚ da mi M 

Si ha dunque 


[n] 
Cm = € ен ; 


Essendo questa una identità algebrica, essa varrà qualunque 
sia €, ed anche se с= 0. 


6. 


Determinanti di Kronecker. 


1. Definizione — 2. Calcolo. 


1. Der. - Sia 


un determinante qualunque di ordine 2, e si ponga, essendo А 
un qualunque intero > 0, 


т — f’ 
Ca & r$ JA Л “= Chh" Сој Cheda + 


Consideriamo il determinante di ordine n* che ha per ele- 
menti i 


[ 9; - 
Th, 45.7 Ja t JA 1 
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in modo che in una stessa riga siano costanti gli indici 
4,,15,...,1,, ed in una stessa colonna siano costanti gli indici 
33е. а. e che gli elementi della diagonale principale ab- 
biano 


Ia LEE JEN ety r xe 


Tale determinante, come quello di SeorriSwoonE, ha un valore 
indipendente dall'ordine in cui si dispongono le righe, si chiama 
il A-esimo determinante di KroxkckkR dedotto da c, e si indi- 
cherà con (C). 

Il determinaute (c), è una funzione razionale omogenea di 
grado k.n* degli elementi di c. Inoltre essa non ё identicamente 
nulla, perchè se noi prendiamo un determinante e che ha tutti 
gli elementi della diagonale principale uguali ad 1 ed i rimanenti 
nulli, vediamo che anche (c), ha tutti gli elementi della diago- 
nale principale uguali ad 1 ed i rimanenti nulli, e che quindi 
risulta (c), — 1. 


2. - Consideriamo una forma quadratica 
FP=30,.,:1,:% (а, ,— a,r) 


ed il determinante (a), di KroxeckeR dedotto dal suo discrimi- 
nante a. 

Vediamo come essa si trasforma quando ai coefficienti di F 
si sostituiscono i coefficienti della trasformata 


n 
Pa Lb, s'y Г 
1 


della F a mezzo di una trasformazione lineare 


T, — 2,0, - Y (o em do Bue 
1 


А causa delle note formule 


si ha 
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e quindi, con notazioni che si intendono facilmente, 


B, & - 


ve da pf dk 


=, А -C «€ 
#0 Tp Ра" Q,'9,9,'*0," "p, ра" 9,5 Q7 79,9, n 0, 57138 rn AA, ? 


la X intendendosi estesa al variare da 1 ad » degli indici 
Pi; Prices Ph A Gig Ityse I 


Mediante questa formula si dimostra, procedendo come si è 
fatto per dimostrare il teor. a p. 112, che 


(b), = (a), - (e) E. 


Da questa relazione si ricava (p. 113, teor.) che (c), è una 
potenza di c. Supposto che sia 


(c) = с”, 


poiché (c), è di grado k.n", e с" è di grado n.m negli ele- 
menti di c, si avrà 


m -—k.n'-!. 


Si ha allora il 

Tror. - Il determinante k-esimo di KnoxEckER dedotto da un 
determinante di ordine » vale la potenza di questo determinante 
che ha per esponente il numero &.n*7!. 


7. 
I determinanti di Brill-Scholtz-Hunyady. 


1. Definizione. — 2. Calcolo, 
1. - Sia 
Сур Che Cia | 
Con Cn s.. Cp 
n= 


бы Our а АЙ 


нп 


un determinante di ordine n, e sia А un numero intero — 0. In- 
dichiamo con 
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us. 35.5... T 
Jis Joss. , ЈА 


nyk- 


due delle | k 


| combinazioni con ripetizione a & a Ё dei 


D 


numeri 
IND onto, 


e consideriamo il prodotto 
(1) Cita > 645, +, © 


121 tx ' 


Teniamo poi fisso l'ordine degli indici 


Jis Jes JA 
e disponiamo gli indici 

RT 
in tutte le loro permutazioni distinte (!). Otteniamo allora da (1) 
tanti termini quante sono queste permutazioni, Indichiamo poi 


con 
D б 
(2) Fa dg ne ba Fada tr Ja 


la somma di tutti questi termini. 
8i vede subito che l'elemento (2) non cambia se si cambia 
l'ordine iniziale degli indici 
7213 dar 7*4 JA3 
e che esso non dipende dall’ordine in cui si considerano gli 
indici 
Bra dara ЗА» 
In altri termini (2) è un elemento determinato dalle due 


combinazioni di indici considerate in principio. 


fi Е 
Der. – Il determinante di ordine ei ) che ha per 


elementi gli elementi (2) disposti in modo che in ogni riga sia 
costante la combinazione 2,2,...2,, ed in ogni colonna sia co- 


(1) Si tenga presente che alcuni degli indici %,,%2,...,%x possono es- 
sere uguali. 
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stante la combinazione jjjs...j,, e che in ogni elemento della 
diagonale principale siano uguali le due combinazioni 


Sh... 4. 0 Ji... 


si dirà il determinante h-esimo di Brill-Scholtx-Hunyady dedotto 
dal determinante с, e lo indicheremo con [c], . 

Il determinante [c], è una funzione razionale intera omogenea 

(n + А — 1 

\ k 
identicamente nulla, perché, se noi prendiamo il determinante c 
che ha tutti gli elementi della diagonale principale uguali ad 1 e 
tutti gli altri nulli, vediamo che anche in [с], tutti gli elementi 
della diagonale principale risultano uguali ad 1 e tuiti gli altri 
nulli e che quindi risulta [c], — 1. 


di grado k. | degli elementi di c. Inoltre essa non e 


2. - Consideriamo una forma quadratica 
n 
FX... 
1 


ed il determinante [a], di BmrL.L-Scnmovrz-HuNvapv dedotto dal 
suo discriminante a. 

Moltiplichiamo ogni elemento di [a], per |k e dividiamo tutti 
gli elementi di ogni riga per il numero delle permutazioni distinte 
che si possono fare cogli indici 


fife... t 


che la individuano, Si trova così un nuovo determinante 4,, che 
varrà M .[a],, dove M è un conveniente numero intero fisso — 0. 


A, non è identicamente nullo, poichè tale non è [a], . 
Gli elementi di 4,, che indicherò con 


(4 


ATE ГЕ h) 1 
valgono la somma dei |k prodotti che si ottengono da 


n 


04,5, «04, 5,04, 3, 


tenendo fisso l'ordine degli indici j,,j;,...,J. е facendo subire 
agli indici #,, /,,...,?, tutte le [А permutazioni che si otterrebbero 
considerandoli come se fossero distinti. 
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Vediamo come si trasforma .4,, quando ai coefficienti di F 
si sostituiscono quelli della trasformata 


^ 


F' — E, b, Yr M, 
1 
della 7 a mezzo di una trasformazione lineare 
". acm : AE Aa 
T, = 24064) Nj ЕО LODS 


A causa delle formule 


v : 
b, " “pap, o Cor Coa 
si ha 
LU 
bu 
= 1 г E 
TELE ep. 9. "a? 0, rh, 7А (A ‚2... А) 
e quindi 
(4) b, n 04 13404477 
= „а aT. а . (6. е €, .)-(« с e 
Re Q9, 4, 179,9, VP 0.65 Paik 9,5, 9,5," * * 70, ga” 


la X essendo estesa al variare di tutti i p e di tuttii o da 1ай». 
Facciamo ora un cambiamento di ordine degli indici 2; £s, «+ , Ča- 
Ció equivale a fare lo stesso cambiamento di ordine negli indici 


Di, Pay---;fx nel soli fattori à che figurano nel 2? membro 


della (4). 

Allora, se si sommano membro a membro tutte le (4) che 
si ottengono ordinando gli indici 4j, 4,,..,2, in tutti i ЈА modi 
possibili, si ha, con notazioni facili ad intendersi, 


iB \ = 


$, Bg rm d or Ja ЛЕ УГ 


p,a 


Nell’ ultima Y sono uguali fra loro tutti gli 


PTT, 


in cui gli indici pj, pg... p, formano la stessa combinazione con 
ripetizione a k a А dei numeri 


LOS уй 
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e gli indici 6,,0,,...,9% formano pure la stessa combinazione 
con ripetizione a Ё a % degli stessi » numeri. 

Quindi ogni termine (4, р... $2,265 2) figura nella 
predetta Ў un numero di volte uguale al prodotto del numero 
delle permutazioni distinte degli indici pj, рг,..., рь per il nu- 
mero delle permutazioni distinte degli indici 2,,95,..., Or. 

Indicando con У’ la sommmatoria estesa ai diversi 
LARA eg) Si ottiene facilmente 


Pi Pe <P. da 
(Brn. майл) = 


lp T OWN то, сызса! Өр даза PRO PIREO 
Pi Pet Ph’ Ir Ce Л P1927 "P, 686, iu n ‚ 


Mediante questa formula si dimostra, procedendo come si e 
fatto per dimostrare il teor. a p. 112, che 


B, A, [ct . 
Da questa relazione si ricava che 


Fx — am 
[e], = е". 


Poiché [е], è di grado zu ert ё 


h |, e c" èdi grado m-n 
LT 
negli elementi di c, si avrà 


k Mig k 1 i n Puer 


n == — - 
n k n—1 


Si ha allora il 
Teor. - Il determinante k-esimo di BriLL-ScHor1z-Hunyapy de- 
dotto da un determinante di ordine n vale la potenza di questo 
Е т 4 А 1 
determinante che ha per еѕропепіе il numero ( ш |. 


In particolare il 2° determinante di Ввпи,-Ѕснотя- Нохүлрү 
di un determinante di ordine » vale la (n 4- 1)"* potenza del 
determinante. 
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Caleolo di particolari determinanti. 


1. — Consideriamo una quadrica 
FssiE... T0.. C ‚=з, г) 
1 


di cui indichiamo al solito con a il discriminante, 
Indichiamo poi con 


TS е pq 


due qualunque delle combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei 
numeri 
По зоо. 


e poniamo 


(1) W,, 4 7 А 0, Aa TI (0, за, іа, оа, у), 


соп А e p. costanti rispetto ai coefficienti di F. Un elemento (1) 
è evidentemente individuato dalle due combinazioni considerate. 


Sia W il determinante di ordine i A 3) che si forma cogli 


elementi (1) tenendo fissa in ogni riga la coppia rs ed in ogni co- 
lonna la coppia pq e facendo percorrere nello stesso ordine a 
queste due coppie tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2 
dei numeri 


(2) ЕЛЕЕ? УТЕ (ems И АА 


col modulo c diverso da sero, W,,,, si muta in 


n 


W, 


— > 
"н.р 1 parma 


W 


7 M + » 
po, тж” (Cpr Сав) (бар, бмр) 


v W 


= ego, mx 


è) 
сс, TA" Pos, rs I nA, pq ' 


dove 
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Pgo, rs = Cor Cos + Cg Cer v se pio, 
Pop, ente Car Cra 


e Z' si intende estesa a tutti i termini che si ottengono facendo 
percorrere a po e пл tutte le combinazioni con ripetizione a 2 а 
2 dei numeri 


si vede che, per la (2), il determinante W si muta in 
W=W.P*, 


dove P è il determinante formato colle Р,,,„ come il W è for- 
mato colle Wu e 


Ma il determinante P è il 2° determinante di BRILL-SCHOLTZ— 
Нохүлрү dedotto da с, e quindi vale c"*!, dunque 


W'zy.eutw. 
e se ne conclude (p. 116, cor.) che 


Ж = О.а! 


j 
dove C è una costante. 


Per calcolare C basta assumere per P la forma 
(3) abit... 4a, 
e calcolarne il relativo W, Essendo, per essa, a= 1, sarà 
Weg". 


Con questa osservazione il calcolo di C risulta facile, perchè, 
per la forma (8), tutti i W,, ,, risultano nulli ad eccezione dei 
seguenti 


Warm Т: (КЕ Тај 
М 0А (ris) 
Wrn È ("+ ғ) a 
e quindi C vale 
"n А 


dove A è il determinante di ordine т che ha tutti i termini della 
diagonale principale uguali a А+ 2p. e tutti gli altri uguali a à. 


G. ViraLi — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 9 
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A è dunque il determinante di Tore 7',(24,4) e quindi 


А = (2y)^7' (2 + m). 


Dunque 
Q— 2-1. y) +". (204 nd) 
9851; get ‚ (ди. + mà) 
ed infine 
w= a-i, pCi 1): . (2p Ha) a^ **. 


Consegue che, per 4 71, Ӯ = 0, se e solo se y= 0, oppure 
se 2 4- nÀ = 0. 
Nel caso di 


1 
A=1 e p=— 5 
si ha 
n+l) 
(—1 1) "ca ff 1). att! 
W= = 
203) 
9. 
Equazioni secolari. 
1. Forme quadratiche definite. — 2. Teoremi. — 3. Equazioni associate 
ad una coppia di forme quadratiche. — 4. Equazioni secolari. — 5. Realtà 
delle radici di una equazione secolare. — 6-7-8-9. Confronto del rango e del- 


l'ordine di una radice di una equazione secolare. 


1. Der. - Una forma quadratica a coefficienti reali 


n 


F, = Enn, Ep- Tr (a, a = A,r 


si dice definita se, per ogni sistema di valori reali delle variabili 


Tyg Te, rie у 
si ha sempre 
Е. 8250); 
oppure sempre 
F,<0. 
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Evidentemente una quadrica definita resta tale se si eseguisce 
sulle variabili una trasformazione lineare a coefficienti reali e a 
modulo diverso da zero. 


2. Tror. 1. - Se Р, è una forma quadratica, e se per un 
sistema di valori non tutti nulli delle x sono soddisfatte le re- 
lazioni 


(1) Y, d, iz m0 (r—1,2,...,mn), 
la Р. è singolare. 

Юм. — Infatti le (1) costituiscono un sistema di n equazioni 
lineari omogenee nelle variabili z, e perchè sia soddisfatto per 
un sistema di valori non tutti nulli delle x si richiede che sia 
nullo il determinante dei coefficienti, ossia che sia nullo il di- 
scriminante della forma, ed infine che la forma sia singolare. 

Тков. 2. - Se 


^ 
Б.= 3,0, ,ж;2, (а , 22: 0, ;) 
1 


è una forma quadratica definita, che si annulla per un sistema 
di valori reali non tuiti nulli delle 


CAR A 
per questi valori delle x sono soddisfatte le (1), e quindi la F 
è singolare. 

Dix. - Infatti, poichè la F, è definita e si annulla in un 
punto reale, in questo punto la F, deve avere un massimo od un 
minimo, ed allora in questo punto si devono annullare tutte le 
derivate prime di F, rispetto alle v variabili x. Queste derivate 


sono appunto uguali ai primi membri delle relazioni (1) moltipli- 
cati per 2. Dunque nel punto considerato sono soddisfatte le (1). 


3. - Essendo 


G, == Xp bs.: (EST, 


due quadriche, noi associeremo ad esse l'equazione 
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| ha — phr Aig pda 00 Ain ptn 


| d. phia dae phe s.e Man Pb 


A (p) = | кы), 


e l'equazione 

Q(p)—0, 
dove 
о) gA(—-) 

La О (р) = 0 si ottiene dalla А (р) = 0 scambiando fra loro 
le due forme F, e G,, ed è evidentemente l'equazione reciproca 
di questa. 

Considerando entrambe le equazioni А (р) — 0 ed О(р)=0 
come equazioni di grado », nella quale ipotesi puà darsi che esse 
abbiano delle radiei infinite, si vede che ad ogni radice di una 
di esse ne corrisponde una dell'altra (la reciproca). Inoltre ad 
ogni radice reale od infinita di una di esse corrisponde una ra- 
dice dell'altra o reale od infinita, 

Se noi consideriamo le radici infinite come reali, possiamo 
dire che ad ogni radice reale di una delle due equazioni ne cor- 
risponde una reale dell’altra. 

Der. 1. — Se p, ò una radice finita dell’ equazione А (р) = 0, 
e se k è la caratteristica della matrice A (р), la differenza a — k 
si chiama rango della radice pı. Se poi l equazione A(p) = 0 ha 
una radice infinita, si dice rango di questa radice il rango della 
radice nulla nella equazione reciproca 9 (p) —0. 

Тков. 1. — L'ordine di moltiplicità di una radice di una 
equazione A(p)=0 è = del rango di questa radice. 

Dix. - Basterà considerare solo le radici finite, perché la 
considerazione della eventuale radice infinita si conduce alla con- 
siderazione della radice nulla della equazione reciproca. 

Sia adunque p, una radice finita di rango A della equazione 
А (р) = 0. La matrice A(p,) ha allora caratteristica љ — е quindi 
sono nulli tutti i suoi minori di ordine >n— й. 

Per ogni intero ex la derivata i"* di А (р) rispetto a p è 
una combinazione lineare di minori di ordine n — ? della matrice 
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А (р) C), e quindi, se ¿< k ossia se тж — >п — №, la derivata 
i" di А (р) si annulla per p= pı. 

Poiché allora la p, annulla A(p) e le sue derivate di ordine 
«Ch, la р è radice di A(p) = 0 di ordine >, ( db (dl 

Der. 2. - Una radice di una equazione А (р) = 0 che abbia 
l’ordine di moltiplicità uguale al rango si dice regolare. 

Tror. 2. – Eseguendo sulle variabili una trasformazione li- 
neare 


T,— Xj Cy y; (== 1,2,..., 2) 
1 


a modulo diverso da xero,le due forme F, e ©, si trasfor- 
mano in altre due forme Р, ed G5, corrispondentemente alle quali 
si avrà una equazione Д'(р) == 0 analoga alla А (р) = 0. Le due 
equazioni A(p) — 0 e Д'(р) = 0 hanno le stesse radici collo stesso 
ordine di moltiplicità e collo stesso rango. In particolare una ra- 


dice regolare dell'una è anche regolare dell altra. 

Dix. - Intanto è evidente che A(p) è il discriminante della 
quadrica Р, —pG,. Quindi A'(p) è il discriminante della qua- 
drica trasformata №, — р Gi, ed allora A'(p) =A(p)-c°, dove с è 
il modulo della trasformazione, Di qui consegue intanto che le 
due equazioni hanno le stesse radici e cogli stessi ordini di mol- 
tiplicità. 

Sia ora p, una radice di A (р) = 0, e quindi di A'(p) = 0. 

Indichiamo poi con a, , gli elementi del determinante A(p;) 
e con Bs i corrispondenti di A'(p,). 

Infine poniamo 


" 
(2) v SEPTA Ah, "Chs » 
1 


Dalla (2) risulta subito che ogni minore di ordine »» estratto 
dalla matrice || т,,, || è il prodotto di due matrici rettangolari con 
m righe ed » colonne, la prima formata con m righe della ma- 
trice A(p) e l’altra con m righe della matrice ||c,,. Esso quindi 
vale la somma dei prodotti dei minori corrispondenti di ordine 
m che si possono estrarre da dette matrici rettangolari, e quindi 


(1) Ciò risulta subito dalla regola di derivazione dei determinanti. 
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vale una combinazione lineare di minori di ordine m della ma- 
trice A (pi). 
Poichè poi si ha 
n 


LJ 
==... em, s. " 
B. a = S Ah, h "Ca Ом = Ўта, н. 6 
1 1 


si vede, in modo analogo a quanto precede, che ogni minore or- 
dine m estratto dalla matrice A'(p,) è una combinazione lineare 
di minori di ordine m estratti dalla matrice |*, , [| . 

Combinando i due risultati si ha che ogni minore di ordine 
m estratto dalla matrice A'(pj) è una combinazione lineare di mi- 
nori di ordine m estratti dalla matrice A (pi). 

Consegue che, se tutti i minori di ordine m di A(p)) sono 
nulli, sono nulli anche tutti i minori di ordine m della A'(p,), е 
si conclude che il rango di p, in A'(p)=0 è => del suo rango 
іп A(p)=0. 

Ma, poichè si passa anche dalla A' alla A con una trasfor- 
mazione lineare sulle variabili a modulo diverso da «ero (l'in- 
versa di quella che porta da A a A'), si deve concludere che 
anche il rango di p, rispetto a A è = del suo rango rispetto a 
A'. Dunque p, ha rispetto a A e a Д’ lo stesso rango. с. d. d. 


4. Der. — Se 


sono due quadriche a coefficienti reali, delle quali una definita ed 
una generica (le due qualità potendo essere riunite in una sola 
quadrica), l equazione A (p) = 0 si dice una equazione secolare. 

Evidentemente, se A (p) == 0 è una equazione secolare, è anche 
tale la reciproca © (p) = 0. 


5. Teor. — Le radici di una equazione secolare sono tutte 
reali. 

Dix, - Supponiamo che l’ equazione secolare che si considera 
sia la Д(р) = 0 e che la forma Р, sia definita. Indichiamo poi 
con p, una radice finita di A(p) — 0. Sarà possibile trovare un 
sistema di valori non tutti nulli delle 2, per cui sia 
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(3) E, (a4. , P da) 2, = 0 (r= 1, 2,...,№), 


poiché il determinante dei coefficienti di queste equazioni ё nullo. 

Indichiamo con xz, i coniugati di questi valori x,, e poi moltipli- 
chiamo per z, le relazioni (3) e sommiamo rispetto ad v. Troviamo 
allora 


(4) Ума, Кезер. АЙОО, 
1 


Ora, se ропіато 
L= y, з, 
e quindi 


$31 


= 1,—#%,, 
vediamo che 
n " 
(5) i.a, (X. a, = Ent, 1°Un Ya + Zna, EI Rora 
e, poichè le у e le х sono reali e la Р, è definita, le due som- 
matorie 


^ ^ 
(6) Ў.а, at. e Ena, %'%,, 


devono avere lo stesso segno. 

Perció il secondo membro della (5) non potrà essere zero 
se non sono zero entrambe le sommatorie (6). 

Supponiamo che le due sommatorie (6) non siano entrambe 
nulle. Allora non è nulla la sommatoria che figura nel primo 
membro di (5), e quindi non è nulla la prima sommatoria che 
figura in (4). 

In tal caso, le due sommatorie che figurano in (4) essendo 
reali, la (4) ci assicura che p, è reale e diversa da zero. 

Se poi le due sommatorie (6) sono entrambe nulle, si avrà 
(p. 131, 8 2, teor. 2). 
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e quindi 
a 


2, 0,2, 0 (io em T pon) 


E, tenendo conto di (3) , 


Pre X bs, da 0 (cre Mr TNT m 


Ora, o è р = (е quindi p, è reale), o è +0 ed allora 


(8) 2,0, 2,90. 


Questo non può essere, perchè per le (7) ed (8) sarebbero 
nulli i discriminanti di entrambe le forme F, e G,, ela Д(р) =0 


non sarebbe più secolare. 
Si conclude che necessariamente, nel caso in cui si annullano 


le (6), deve essere p, = 0. 
E inutile che ci occupiamo delle radici infinite della A(p) — 0, 


perché esse per convenzione sono da considerarsi come reali. 


6. Lixa. — Se 


una quadrica, e se 


с 


ЕТЕ Ону... Сн 


ё un sistema di valori per cui 


n} A . " 
T, ST Са = 11 А 
1 


possibile trovare altri n — 1 sistemi di valori 


e 


Cits Сре... Che 


Сулу ©, ы! Can 


in modo che il determinante 
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Cit Cai i. Cal 
Ca бы... Cna 
Ces 
varo . . 
Cin Crm ne Can 


sia diverso da zero, e siano soddisfatte le relazioni 


„ 
E, 05.704 0477 0 (Йй 2,9, 5055 10) o 


Dix. - Poniamo 


e consideriamo l’ equazione lineare 


n 

5 x 
2,295,790. 
1 


Di questa equazione è possibile trovare 7 — 1 soluzioni li- 
nearmente indipendenti. Siano tali le 


Yi = Cig) Уе = Cn 5 "003 Yan = Cag (@= 2,9,..-,n). 


Allora la matrice 


Cin б s.. Cau 


ha caratteristica 2 — 1. Dico che il determinante 


Cu бү ... Cm 
Cia б. Саз 
Вр a sis ү, а | 


ё diverso da zero. Infatti, se fosse uguale а zero, la prima гіра 
sarebbe una combinazione lineare delle seguenti (1), e quindi sa- 
rebbe una soluzione della equazione 


(4) Appunto perchè la matrice delle ultime z — 1 righe ha caratteri- 
stica п —1. 
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Ў, х, . Un zz 0 . 
1 
е si avrebbe 
ы ^ 
Za а." CA Са = 0 
1 
contrariamente all' ipotesi. 
Inoltre le relazioni 
n 
Ў.а, Cg= 0 (q — 2,3, 
Si possono scrivere 
Уа, д" Са = 0 (OTI MEO 


e così è dimostrato il lemma. 


Tror. - Tutte le radici di una equazione secolare sono rego- 
lari, salvo eventualmente quella radice che risulta infinita per 
quella delle due equazioni А (р) = 0 ed 9 (р) = 0 nella quale la 


incognita p moltiplica i coefficienti della forma definita, 


Di. - Conservando le solite notazioni, supponiamo che delle 


due forme a coefficienti reali, F, e G,, la F, sia definita. 


Consideriamo poi la equazione (р) = 0, ed indichiamo con 


pi una sua radice finita. 


Per il fatto che il determinante ©(р,) è uguale а zero, si 


possono determinare dei valori non tutti nulli 


ШЕ Ya) s**1 Un 


che soddisfano il sistema di equazioni lineari 


^" 


x D, (pi ar — b, ,) y, = 0 (S 
: p 


Dico che deve essere 


Infatti, se fosse 


Si dovrebbe avere (p. 131, 8 2, teor. 2). 
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(8) 2,0,,-y.—0 (з == Л, Жүл) 
e per le (a), essendo р, finito, si avrebbe 
(y) Eb, „+ y= 0 (821,2,.,.,0). 


Ma dalle (В) consegue che F, è singolare, e dalle (y) conse- 
gue che G, è singolare. Questi due fatti non possono sussistere 
insieme poichè la (2) = 0 è secolare, dunque deve essere appunto 


Snte YY FO. 
1 
Indicando con à la radice quadrata del modulo di 
Уа, * Mer Ys, 
1 
si vede che i valori 
(8) Ср == Und, Cn = Jai, Lee. бм = Yn iA 
sono tali per cui 
” 
E,0,,941:06,7 £l. 
I 
Aliora, pel lemma precedente, è possibile associare al pre- 
detto sistema di valori (8) altri » — 1 sistemi di valori 


о, Ову... Cne 
Cin $ Cins ++ «5 Can L] 
in modo che siano soddisfatte le relazioni 


n 


E, a, a° Crit C= (@= 2,3,.... n), 
e che il determinante 
Cu Сд Cni 
Cis Co Cna 
ez 
Cy, Cin Cn 


sia diverso da хеғо. 
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Consideriamo la trasformazione lineare 
Tı =D; ty - yj ПЕ EF E 


Essa ha modulo diverso da zero, e trasforma F, e @, ri- 
spettivamente in due altre forme 


n 


E, = Dnis Yr: Y 
1 


con 
n 
i =X,,:0 б.б 
Ur, « — epo popr" "as 
n 
ГА a " ." 
br, = gs b; С) Cor бож. 


Si ha allora 


dj s = 0 "CBE +1 
л — 


e, tenendo presenti queste relazioni e le (a), 


оа La к 7 — 
bia = X b. Са Са = р Ed Ca бл S E n 
i ! 
n 


"n 
= Ў ре У n — 
bi a mam Leben i6 == Pi Xa, ‚+ а" С —0. 

1 


Si ha allora 


F,=tyi+F, 9, = +рй +0; , 
dove F? e G sono forme quadratiche nelle sole variabili 


Ya, Hages- Uno 


Ё evidente che la F/ è definita, perché, se esistessero due 
sistemi di valori delle variabili 
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Ur: 13у Yn 


per cui F? acquistasse due valori non nulli e con segno differente, 
basterebbe associare ad essi il valore y, = 0 per avere due sistemi 
di valori delle 


Uis Haserrea Mu 


che facciano acquistare alla 7; due valori non nulli e con segno 
differente. 

Inoltre, essendo il discriminante а’ di F, uguale al discri- 
minante a” di F7 moltiplicato per +1, si vede che, se a'+0, 


deve essere a^ 3:0, e quindi, se F’, è generica, lo deve essere an- 
che P7. Infine, essendo il discriminante b di G, uguale al discri- 


© minante b” di G" moltiplicato per + p, si vede che, se 5'4 0, 
= È deve essere (oltre che р +0) b” +0, e quindi, se G; è generica, lo 
O Б è anche Gy. Riassumendo, poichè una delle due forme F' e G' 
5- È è generica, lo è anche una delle due forme F7 e G7, e perciò 
E ` la equazione che si ottiene annullando il discriminante della for- 
= = ma pF,-—G; è una equazione secolare. 

- Possiamo intanto concludere che, se la © (р) = 0 ha una 
= radice finita, la Q(p) =0 può, con una trasformazione lineare 
^ . sulle variabili con modulo diverso da zero, ridursi alla forma 
к 
ш Ș с 
2 Ра t (p— pı) 0 2 0 
e, E 0 pua bre ... Para — bsn SA 
0 PA NP pn, n — Dan 
mentre l’ equazione 
pass bra s.. P (1s n — bs n 


Ока bna +00 Pann TU 


mn 


è pure una equazione secolare in cui i coefficienti di p sono i 
coefficienti della forma definita, 

Se questa ultima equazione ha una radice finita ps, sarà pos- 
sibile, con un ulteriore trastormazione lineare a modulo diverso 
da zero, ridurre la © (p) =0 alla forma 


www.rcin.org.pl 


142 COMPLEMENTI DI ALGEBRA 


+(p— р) 0 0 
0 x (p— р) 0 
0 0 p 3, 3— 03, з P Qs, n— dan =0 
0 0 P An, 3 — bn, з Pan s — D. n 


e si potrà continuare finchè si arriverà ad una equazione del tipo 


“(б Ое 0 0 Er 0 
0 (pp)... 0 0 RS 0 
0 +(р—р„) 0 0 
0 se. 0 PA 51,43 Pa Белл sue PA ais barin 
0 0 "T 0 Pa», m Un, 41 ag PA n, "n bn, n 


con m&n, dove 


PAm41, m4 — bi, m+ tt P Amy, n — бы, n 


p Un, mia TT bn, m+1 «эл» р Un, ead bn, n 


è una equazione secolare, in cui p moltiplica i coefficienti della 
forma definita e che ha tutte le sue radici infinite. 

Ridotta a questa forma la £(p)=0, si vede che, se una 
delle sue radici finite è r-upla, рег p uguale a tale radice sono 
nulle r righe del determinante che si ha nel 1° membro, e quindi 
sono nulli tutti i minori di ordine » — r +1 della sua matrice. 
Si conclude che il rango della radice che si considera è = v. 
Ma esso non può essere >>» (p. 132, teor. 1); dunque esso è 
uguale ad r, e la radice è regolare. 

Oss. — La radice infinita di Q (р) — 0, quando una tale radice 
esiste, può anche non essere regolare. 


Così, se k è un intero < > © se si pone 
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F,=xi+T+...+% 
G, = — (2,2, + Ti Eni 42081, +... TaT), 
sì ha una equazione secolare 9 (р) = 0 che ha la radice infinita 
di ordine » e di rango n—k. 
AT А DIC È n жы. 
Si noti che in questo esempio il rango à =-~; , e che quindi 


l'ordine di moltiplicità » della radice © non supera il doppio 
del rango. 
Vedremo come tale proprietà vale in tutti i casi. 


7. La dimostrazione precedente conduce ad affermare che, 
se la F, è generica, la © (р) = 0 può, con una trasformazione 
lineare di modulo diverso da zero, essere ridotta alla forma 


T (p— p) 0 396 0 
0  c(p—p)... 0 
= 0, 
9 0 es Ж(@ф—р) 
dove pi,ps,...,p, Sono numeri reali finiti, Allora detta trasfor- 


mazione muta la G, in 
Gi=tpyitpyt.... р. 
Si ha così il 
Teor. - Ogni quadrica 


$5 32020, 595.25 
1 


риб, соп una trasformazione lineare a modulo diverso da zero, 
essere ridotta alla forma 


6, = p Vi e ys ee рь Yh 


dove le р; sono dei numeri reali finiti che possono essere anche 
nulli. 

In particolare le cose vanno anche se la G, è definita. In 
tal caso tutte le p, devono essere dello stesso segno, ossia tutte 
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20 o tutte <0. Infatti, se k è uno dei numeri 1, 2,..., 7, 
facendo j, — 1 e tutte le altre у; uguali а 0, la ©, acquista il 
valore p,, e dovendo Ja G; acquistare tutti valori dello stesso se- 
gno, si deve concludere che tutte le p, hanno lo stesso segno. 
Si ha allora il 
Тков. 2. — Ogni quadrica definita può, con una trasforma- 
zione lineare a modulo diverso da zero, essere ridotta alla forma 


T p phy ps gm). 
dove le p, sono dei numeri reali finiti tutti =Q. 


8. - Teor. Se 


n 
Fi 2x. T, 
1 


è una forma quadratica definita, e se y è un aggregato misurabile 
di punti, è possibile trovare » funzioni 


А00), felt). fU) 


a quadrato sommabile in g, in guisa che risulti 


(1) F,=t [иаа + fa +... fa: da) а! 


g 
e quindi 


a, =+ |f f. at (S 2,... улг), 
9 
il segno davanti а] essendo lo stesso per tutte le coppie di in- 
dici r, s. : 
Dix, - Intanto, con una conveniente trasformazione lineare 
a modulo diverso da 0, la F, si può ridurre alla forma 


F, =+ (pi + pn eb pai) 


dove tutte le p, sono = 0, 
Siano 


n funzioni a quadrato sommabile in g, tutte normali e fra loro 
ortogonali, e si ponga 
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фе = $i (0 elo Boro). 
Sì ha subito 


F, =+ [hnt ee adt 
ў 


Eseguendo ora la trasformazione lineare che riporta dalle 
variabili y alle variabili x, e supposto che 


у= Хус: 2) (621, 2,...,m) 


siano le sue equazioni, si ha la (1) in cui 


n 


h= Sity: h (7 —1,2,..,n). 


9. Prendiamo ora a considerare una equazione secolare 
Q (р) == 0 formata col concorso delle solite quadriche Ё, e @,, 
di cui la 1° sia definita. 

Cambiando eventualmente il segno ad entrambe le quadriche, 
il che non altera le radici dell’ equazione secolare che si consi- 
dera, noi possiamo pensare che sia 


К, = |а fiiam see fedt 
9 
Supponiamo ora che la £(p)=0 abbia la radice œ n-upla, 
Ciò porta che la corrispondente A(p)=0 ha n-upla la radice 
ne 
Se А è la caratteristica della matrice del discriminante di Fy, 
i parametri 


fis fer.) fn 


appartengono ad uno spazio lineare S, a k dimensioni, e noi 
possiamo prendere in tale spazio А parametri normali e fra loro 
ortogonali 


Z.X,....X. 
1 2 k 
Allora sarà 
G, Утлы — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 10 
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k 
h= MX (Pesi ав) 


e si trova subito 
== | f.:X.dt. 
доў. i 
g 
La G, ba il discriminante diverso da zero, e noi indicheremo 


oon d”* il reciproco di b, , in esso. 
Poniamo poi 


e 
n n n 
= (br) PR metas К а= Ut "Tr T,- 
[y Tue | кер 1 ў. У 1 TANI 
Dico che si ha 
(fem (t5 7) ed 2000/9) 
к^ 


Intanto si ha subito 
n 
y . == | . È і . 4 . 
GOES piani УОНА T: 
Consideriamo ora la equazione secolare 
feret) з= (he) 


(2,2) (2,2) e vas (2:2) = 0). 


рТ Nn 
Essa ha tutte le radici finite, infatti la forma quadratica i 
cui coefficienti sono i coefficienti di p in questa equazione è de- 
finita ed ha il discriminante diverso da zero. 


Sia p, una di tali radici. 
Noi potremo trovare dei numeri non tutti nulli 


Zí(p) = 


Qi 30257 5 А 
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per cui 
|(@+2у—һ|-Ф+(@гү@ +#....+(@,гүФ =0 
Е ре = 
(2,2): а+(2,2) qo ee. + [((2z)-n|e 79; 


od, in altri termini, per cui sia 
k 
X(ns)ye-awe — G-52.8). 
1 14 


Mutiamo nelle (2) l indice у in 2, moltiplichiamo рег q; 
e sommiamo rispetto ad 2. Otteniamo 


k 
(3) У.Х, [, = Pi( MX To XT. DX) =p-Y, 
1 í 1 1 k 


k 
dove Y= Lq- X. 
1 t 


Evidentemente Y è un parametro di S,. 
Poniamo 


y, ГА Y.dt. 
9 
Abbiamo subito 
k r k 
у. = Xu [rx „di = Digi 2e 
1 Же 1 i 


9 
Infine poniamo 


e quindi 


La (3) diventa allora 


(3) Ey =p Y. 
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Moltiplichiamo queste per f, ed integriamo lungo g, otteniamo 


n n 
Ў, у" .а,,, = py, = Mdr brn Y è 
1 1 


ossia 


(4) 


- 04 2 


„(а — pi bra) Y =0 


Osservo che le y” non sono tutte nulle, perchè sarebbero 
tutte nulle le 
Yr =X, bna Y", 
1 
ossia sarebbe 
[p-r.di=0 (r —1,2,..n), 
È 
e perciò sarebbe Y = 0, ө le q,, q»,..., дь sarebbero tutte nulle. 

Dunque le (4) sono soddisfatte da valori delle y” non tutti 
nulli, e quindi p, deve essere una radice di A (p) — 0. Ma, per 
ipotesi, questa equazione ha radici tutte nulle, dunque p; — 0, 
ossia tutte le radici di Z(p) — 0 sone nulle. 

La equazione secolare Z(p)=0 ha dunque la radice p — 0 
k-upla, e, poichè questa radice è finita, essa deve essere di rango 
k, ossia la matrice Z(0) deve avere caratteristica nulla, e quindi 
deve avere nulli tutti gli elementi. 

Si ha dunque 


come volevo dimostrare. 
Allora le (2) diventano 


(2^) L.z.f,-—0 (/21,2,...À). 
' 
Aggiungo che i k sistemi 


1 
n ( i=1,2,..., 4) 


sono linearmente indipendenti, perchè se ciò non fosse sarebbero 
dipendenti linearmente i sistemi 
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Tradate бк= 00000) 
: t 


e quindi lo sarebbero i parametri 


X de orc NEC 

il che non puó essere. 
Si deve concludere che fra le f, passano almeno / relazioni 
lineari fra loro indipendenti, e che quindi la caratteristica della 
matrice del discriminante di F, deve essere <n— А. In altri 


termini si avrà А п — k da cui 2k<n, kx. 


Passiamo ora a considerare una equazione secolare qualun- 
que © (р) = 0 nella quale supponiamo che i coefficienti di p siano 
quelli della forma definita, e supponiamo che essa abbia la ra- 
dice o» di ordine v. 

Per quanto sappiamo, essa potrà con una conveniente tra- 
sformazione lineare a modulo diverso da zero, essere ridotta alla 
forma 


(р-р) 0 .. 0 di wes Өй 
0 t+(p-p... 0 0 ris 0 
0 0 + (e 7 Pn - y) 0 0 =0 , 
0 0 0 pa, 175,4 pa, (75. 
0 0 0 раб, ра, ,, - b, , 
dove 
pt; ,— b, pa, 1—0, 
db: ә: ёа, тк п ч, ке оге 1004 в —ü 
pa, ,— 5, pa, , — 5, , 


è una equazione secolare nella quale i coefficienti di p sono 
quelli della quadrica definita, e che ha v-upla la radice ©. 
Consegue che la caratteristica della matrice 
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È dunque < di (n — ~v) + z-, ossia < di ny la carat- 


teristica della matrice А (0), essendo A(p)=0 l’ equazione reci- 
proca di 9 (p) — 0. 

Ciò significa che il rango r della radice œ di 9 (р) —0 è 

d y ! ы y 
= di п (н), ossia 2 7. 

Dunque v 2r, e si ha il 

Teor. — Se 9 (р) = 0 è una equazione secolare in cui i coef- 
fieienti della p sono quelli della quadrica definita, e se questa 
equazione ammette la radice oo, l'ordine di moltiplicità di questa 
radice è — del doppio del suo rango. 


10. 


Un'osservazione sulle quadriche generiche. 


Sia 
n 
Р. = Ў, арк. -2 (tty, a = Mh, a) 
1 


una quadrica generica, ed indichiamo con а^ il reciproco di 
аһ, nel determinante |a, х |. 

Consideriamo poi la sostituzione 

n 
z, 73, a^. y, (621,2, 2...0); 

la quale ó, evidentemente, a modulo diverso da xero. 

Per questa sostituzione la P, si muta in 

n LI 
F, = yg tha "09 ауу = Ey ati Up Va > 


Ne consegue che, se la forma F., è definita, lo è anche la 
" 
forma X,j4a*.5,.y,. 
1 
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Lo 
Notazioni e definizioni preliminari. 


1. La scrittura /[u]. — 2. Invarianti. — 3. Indici ed apici — Campo ©. 
4. Ordine naturale. — 5. Rango di uno stato; classe; classe intera. 


1. - Con una lettera f, F, %,..., о con una lettera affetta da 
indici od apici, noi indicheremo nel seguito una funzione di » 
variabili, della quale si sa che, per una sostituzione invertibile 
sulle variabili, si muta con una legge conosciuta in una funzione 
delle nuove variabili. La legge di trasformazione potrà cambiare 
da caso a caso. 

Per mettere in evidenza che una funzione f è considerata 
per le variabili 


(1) Ui, ye, HR, 


noi seriveremo f[u], cosichè, se S è una sostituzione invertibile 
di equazioni 


(2) Ug = Ui (Us Vas + +3 Un) (i = 1, 2,...,%), 
che porta dalle variabili (1) alle variabili 
(3) Vis Vasi.) Un ' 


indicheremo con f[v] la funzione delle (3) in cui la f[w] si tra- 
sforma per la sostituzione S. 

Nel seguito noi supporremo che le funzioni f[u] ed i secondi 
membri delle equazioni (2) che noi avremo a considerare abbiano 
derivate continue in là quanto si vuole. 
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2. Der. - Una funzione I si dice 2nvariante se, essendo 
(1) un qualunque sistema di variabili e (3) un altro sistema 
legato ad (1) da una sostituzione invertibile S, si ha 


И = 4/0]; 


per ogni coppia di sistemi di valori delle (1) e delle (3) che si 
corrispondono nella 8. 
Allora, se 7 è una invariante, e se per le (1) è 


I[u] — 9 (1, 1$, ..., 94) è 
e se le (2) sono le equazioni di S, sarà 


I [v] — 9 (1 (ty, 0,6, Uni Ua (Urs 0908) eee HR (Bis toria Un) ) - 


3. - Nelle seguenti considerazioni figurerà, dato una volta per 
sempre, un numero intero т 0, esi presenteranno come indici 
о come apici degli aggruppamenti di numeri scelti fra i seguenti 


(4) LP eon TES 


in ciascuno aggruppamento alcuni numeri potendo essere uguali, 
ed in ciascun aggruppamento non avendo importanza l’ ordine in 
cui si scrivono detti numeri. Si trova opportuno di considerare 
ciascuno di questi aggruppamenti come un tutto, e di indicarlo 
con una sola lettera. 

Con tale convenzione le notazioni si semplificano, ed ogni 
indice od apice fisso è una combinazione con ripetizione dei nu- 
meri (4) ad 1 ad 1, a 2 a 2, a 3 a 3, ecc... 

L' insieme di tutte queste combinazioni si chiamerà il campo ©. 

Un apice od un indice può percorrere parecchi elementi del 
campo ©, ognuno dei quali si dirà uno stato dell’ indice o del- 
l’apice variabile che si considera, ed i numeri (4) che compongono 
un tale stato si chiameranno le cifre di questo stato. 


— Quando le cifre di uno stato di un indice o di un apice 
sono scritte in tale ordine che ciascuna sia = della successiva, 
diremo che lo stato è scritto in forma normale. 

È superfluo avvertire che uno stato si può scrivere in forma 


normale in una maniera sola. 
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Se r ó un numero intero —0, indicheró con P, la permu- 
tazione degli stati con r cifre per cui, essendo tutti questi stati 
scritti in forma normale, il successivo di uno di questi stati sia 
quello che si ottiene da esso aumentando di 1 l'ultima sua cifra 
diversa da m. 

Si dirà poi che gli stati di un indice od apice variabili in О 
sono disposti nell’ ordine naturale, se sono disposti in una suc- 
cessione percorrendo la quale si incontrino successivamente le 
successioni 

РВ i Sese 


Noi indicheremo tale successione con P. 

Se in avvenire avremo da considerare solo alcuni stati di 
un indice od apice, noi diremo che essi stati sono disposti in 
ordine naturale, se sono disposti in una successione in cui essi 
si succedano come nella successione P. 


5. Der. 1. - Il numero delle cifre di uno stato a si chiama 
il rango di questo stato e si indica con p, . 


Der. 2. - бе у е u sono due numeri interi soddisfacenti 
alle limitazioni y_=wD0, si dice che un indice od un apice 
varia nella classe (у, п), o che è di classe (v, ү), se percorre 
tutti e soli gli stati per cui y= р, 2 ш. La classe (v, 1) si 
chiama anche /a classe v, e si dice che è una classe intera. 


ci 


Derivate di un invariante. 


1. Rappresentazione sintetica delle derivate multiple di un invariante. 


du 
3 x 
— 2. Legge di trasformazione di queste derivate. Le 
dug 
1. - Se Z è un invariante, se a, 6 uno stato di un indice 


variabile я, e se 


Onan ino" 
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sono le cifre di ap, noi porremo 


No e^ I[u] 
Ta Di] = тиди... dt, 


ed analogamente per gli altri sistemi di variabili, Si ottiene cosi 
un sistema di funzioni Т, in cui l'indice х percorre il campo ©. 


2. - Andiamo a cercare la legge secondo la quale le 7, va- 
riano per il passaggio da un sistema di variabili ad un altro. 
Supponiamo, al solito, che 


uU = Wu, se. Un) ЕЮ 77) 


siano le equazioni della sostituzione § che porta dalle variabili 
u alle variabili v. 
Intanto osservo che, per l'ordinaria regola di derivazione di 
funzioni composte, si ha 
" du 
11°] = 5 {u}. du 
e si può anche scrivere 
$ = ди И 
(1) 1.0] = X; I; [u] 5 (к=. og) 
1 
con la Ð estesa a tutti gli stati di un indice В variabile in ©, 
purché si ponga 


(2) mal, per ра 1 (6 —1,...,0) - 


Ora io dico che, qualunque sia lo stato di un indice a va- 
riante in ©, si ha 


ди; 
(17) I, (v) = X, Ig [u] x 
% 


con la X estesa a tutti gli stati di un indice 8 variante in 9, 


QU, 
dove le 
ov 


x 


sono funzioni razionali intere di derivate (semplici 
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o multiple) dei secondi membri delle equazioni di $; ed, in par- 
ticolare, si ha 


du 
E a 


DI 
(2) aL 0. 


se pg >Pa- 

Lo dimostreremo per via ricorrente. Intanto sappiamo che 
la cosa vale quando а ha una cifra. 

Supponiamo ora di aver dimostrato la proposizione quando 
a ha un numero di cifre <А, e proviamo che essa vale anche 
quando a ha k--1 cifre. 

Se a ha k+ 1 cifre ed k è una sua cifra, indichiamo con y 
lo stato di k cifre che si ottiene sopprimendo in а una cifra u- 
guale ad A. 

Per ipotesi si ha 


(1”) I, [v] = X; I [w]  -—: : 
o 


con la X estesa a tutti gli stati dell'indice è di classe А, perchó, 
sempre per ipotesi, si sa che 


TJ Ou t 
(2°) du, =0, sep >р = k 
inoltre le 
E ди, 
(3) du, 


che figurano in (1°) sono funzioni razionali intere di derivate 
dei secondi membri delle equazioni della sostituzione $. 
Deriviamo ora i due membri di (1°) rispetto a v,. Si ha 


e poichè, per la comune regola di derivazione delle funzioni com- 
poste, si ha 
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9, [u] 9I, [u] ди, 
Ath È ou, Qr, 
a LM 
= 100: aa 


dove evidentemente дт indica lo stato che ha tutte le cifre di è 
e la cifra т, si vede che 7,[v) risulta uguale ad una combina- 
zione lineare delle I; [u] con B variante nella classe k+ 1, com- 
binazione lineare i cui coefficienti sono funzioni razionali intere 
delle (3) e loro derivate prime, e quindi funzioni razionali in- 
tere di derivate dei secondi membri dello equazioni di S. Ed 
allora si può scrivere 


= диз 
I, [v] = Ig [u] . do 
al i 


con la X estesa a tutti gli stati di un indice 8 variante in 9, 


иг 


p 
дь 


x 


dove le sono funzioni razionali intere di derivate dei se- 


condi membri delle equazioni di S, e dove 


ди 


ү зады, se рр 2р, = +1. 


Si conclude adunque che la proposizione enunciata vale per 
Pa = Е + 1, ве vale рег р, =й; ma essa vale per p, =1, e 
quindi vale per ogni а. 


3. 


—— ар , дид 
Proprietà dei simboli TM 
Va 


1. - Abbiamo già visto che valgono le seguenti proposizioni : 


OUa 
Teor. 1. - I simboli FTA sono funzioni razionali intere di 
"n 


www.rcin.org.pl 


PROPRIETÀ DEI SIMBOLI Og / dv, 159 
derivate dei secondi membri delle equazioni 
= и, (Vin Mere, Un) 1.20.3 л) 


della sostituzione S che porta dalle variabili и alle variabili v. 


9 5 ди; 

Тов. 2. — Se pa > fia; si ha do, = 0 

2. Тков. 1. - Si ha 
диз T 1, ве a=, 
ди„ 0, seatf. 


Dix, – Ciò consegue dalla def, ed infatti dovrebbe essere 
du 


y 4 
I, [u] = Y; Z; (и). LE 
х 


ed, applicando successivamente il procedimento di generazione 
диг А 

delle ——-, si trova 
QU, 


I, [v] — íu] . 
Teor. 2. - Se 
TOU TETIT Y Ж 
Uis Ue aue. Un 
з ЖИ 305 
sono tre sistemi di variabili legati da sostituzioni invertibili, si 


ha, qualunque siano gli indici а e f, 


QU. 


dv, 
дир 


% 


s9 
3 диз "T gv 


Y 


la X essendo estesa a tutti gli stati di un indice y variante in Q. 
Dix. - Infatti, qualunque sia un invariante 7, si ha 


ðw, 
(2) f bd 7 Za datto]: Fa» 


ed inoltre 
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f S QU, s дш, 

g Iu) vate I, [v] » дир ! I, [v] = Sy I, [w) uy , 
dalle quali si ha 

. бш, dv, \ 
(3) I [u] = ADEE ic" 79 
e, confrontando (2) con (3), 
du дш, Qv 
2 LToe5[-—--—t2——— m 

(4) a Tale (за Y дь, i) s 


Ora, questa relazione sta qualunque sia l'invariante I. Sia 
(5) ul, чф,....‚ ч 


un sistema di valori delle w, sia a, uno stato di a, ed 7; indichi 
il numero delle volte che la cifra ¿ figura in a°. Ponendo 


I [w] = (w — wi): (wa — w) ...... (WOW) . 
si vede subito che 
Irie Pae е [з Se х = а. , 
I. б] == с 7 x 
( 0, seaka, 


e che quindi, in virtù della (4), per il sistema (5) di valori delle 
w si ha 


Em gud де; 
Ma a, è uno stato qualunque di а, dunque le (1) valgono 
per ogni a. Inoltre il sistema (5) è arbitrario, e quindi la (1) 


vale per ogni sistema di valori delle w. 
Cor. - Se « e v sono due sistemi di variabili legati fra loro 


da una sostituzione invertibile, si ha : 
; р, Ou. дь, 1. se а=, 
(1) X cx 
dv, дир 0, seat. 


Юм. ~ Basta mettere nella (1) al posto delle w le и, e ri- 
cordare il teor. 1. 
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Oss. — Nelle formule (1) e (1) la E, si può pensare estesa 
ai soli stati dell'indice 4, per cui è contemporaneamente 


Py = Pa e P pg Я 


: дш, 7 | ди, 
perché per Py < p, risulta Am 0 о rispettivamente — — =0, 
i vy 
ks EANN 
e per р, >fg risulta p =0. 


3. Teor. 1. - Se В ha una sola cifra h, e se ù, à, 
sono le cifre di a, si ha 


Tyr 


еш e du 


dt, до, 00, .... 00, 


Dix. - Il teorema è vero se a ha una sola cifra. Per pro- 
varlo in generale, basta provare che, se esso è vero quando a 
ha r cifre, è vero anche quando a ha r+ 1 cifre. 

Supponiamo ora che il teorema valga quando a ha ғ 
cifre, e consideriamo poi un а che abbia le r-L-1 cifre 
бо бй oss fet. 

Bosto =? ооо è, в оа a = Yi, SÌ osservi che, 
se I è un invariante, si ha 


= ди; | ди, 
I, [v] —'j I4 [н]. dw * I,[u]- óv, 


dove 2' indica la somma estesa a tutti gli stati di un indice f 
variabile in ©, escluso lo stato A. 


Derivando i due membri rispetto a Us,» Sl vede che da X 
non possono ottenersi che termini col fattore Z, [u] con è+? (1), 
e che solo dall'addendo ultimo risulta un termine con Z, [e], 


che sarà 
д ! gu, 
I,[w] . ——— (Ж) А 
д, dv, 


(!) Si ricordi che 1 ha una sola cifra. 


б. ViraLi — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 11 
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м x 4 д1, [5] 
Ed allora sarà (poichè — ——— = Г, [v]) 
àU, 
ди, д du, \ _ ont wu, 
er, дї, du, | dr, On, Or, OU, 


Teor. 2. — Se р, = pg, se 
TIL 


sono le cifre di a, e se 


Array 
sono quelle di 8, si ha 
ди ди ди ди 
x J 2 J 
(w) = E = Lira уз ату тушт e celu TELA 
Ot "* дт ШУ eu, 


dove X. indica la somma estesa а tutte le permutazioni distinte 
delle cifre di 8. 

Юм. - Il teorema è vero quando р, = р; = 1. Esso sarà 
dimostrato in generale se, supposto vero per p, == ра =", è vero 
anche per p, = pg — r +1. 

Supponiamo allora che sia vero per p, = pg = * e conside- 


riamo poi un а ed un 8 che abbiano r-| 1 cifre. 
Sia 


d mmi $3... $, бн e XS PET IERI E T YO 


Posto <= й &...4, e quindi а =й, si osservi che, 
se Z è un invariante, si ha 


^ 


y диз yvy оиз 
1, [v] — E, Hy [4] . do, + =: I, [u] . EN А 


in cui Ў' si intende estesa ai è con р «Cr, e la X" si intende 
estesa ai д con pg — 7. 

Derivando i due membri rispetto a v, ||, si vede che da Z' non 
possono ottenersi che termini col fattore I, [u] con p, m 7. Solo 
da E” si possono ottenere dei termini col fattore I, [u] con 
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P,="4+1, ed essi sono quelli che figurano in 
* 


Avr ól,[u] Gu, ди, 


A "oum дь, ; 8v, 
ЖУТ, [u] диз du, 
= шр “|. . 
hg ^25 П 
dv, v, 


Consideriamo ora quelli fra questi termini in cui 3h coincide 
col В prefissato. Intanto sono quelli in cui k à una cifra di Be 


è è formato dalle rimanenti cifre di 8, ed allora risulta (poichè 


I, [v] 
Y = ; 
jn, =1,[v]) che 
(6) 9ug x диз ди, 
дь ° en, CI 


dove Х, si intende estesa a tutti i termini in cui A è una cifra 


di B, e è è lo stato che si ottiene sopprimendo in B una cifra 
uguale ad А. 


Se 51, $,..., S. sono le cifre di 8, è, per ipotesi, 


Ou, La OMS ди, ди, 
di. i S nos dt, 
e quindi 
Ou» ди, 
dt, " dn, m 


contiene tutti gli addendi della somma 


(7) E. SM i Эй 
i^ ELS eU, OU, 
i du 
che terminano col fattore ——- (?), eU ù 
Vinti Na s 
m; 
А 
s 
4 
(4) Ossia gli addendi nei quali Ј-+1 = РЁ, е” 
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Dunque nel secondo membro di (6) vi sono tutti e soli gli 
addendi di (7), e perciò il 1° membro di (6) vale la (7), e così 
è dimostrato il teorema. 

Oss. - Abbiamo usata nelle ultime formole la scrittura X. 


B 
per indicare una somma estesa a tutte le permutazioni diverse 


delle cifre di В. 
Nel seguito indicherò con mg il numero delle permutazioni 


distinte delle cifre di В. 
Teor. 3. - Se py = pg, $e 


Ye era È 
sono le cifre di a, e se 

Jis Jn 12:493 Je 
sono quelle di B, si ha 


диң EL OM du, du, дц. 
— с ro T аі О А. -~ 
OU, fo Ta gu И dv, 


Dix. — Intanto osserviamo che, se in tutti gli addendi sotto 
la ® di (©) si sostituisce alla permutazione delle cifre di a 
В 
un'altra permutazione, si ritrovano tutti gli stessi addendi, mà 
scambiati fra loro, e quindi si trova come somma ancora la 


eus 
dv, 
Allora si avrà 
UE NEC a 2ш, 
х ETA Ta ma n, ETA àv, 


x 


Inoltre è evidente, in modo analogo, che il 2° membro di 
(8) vale 


Ed allora consegue il teorema. 


Www.rcin.org.pl 


PROPRIETÀ DEI SIMBOLI дир / dt, 165 


Tgog. 4. - Se р, = р == h-F(r— A), dove k è un intero 
>0e <r, se «@' ей o" sono due stati, il 1° di % cifre ed 
il 2° di r— cifre, tali che complessivamente abbiano tutte le 
cifre di a, se inoltre 


о! P. A’ . А? [^ 
"Iis Bi , в, iin А. Пэ ү Pms Ва + 


sono i vari modi di distribuire le cifre di B in due stati, il 1" 
Bi di k cifre ed il 2° В di r—h cifre, si ha 


а m дер диш! 
сиз E ^" Pa Ph 
^" uL —- ү = 
оба. 1 05, OVa” 
Dix. — Infatti, se 2,,2,,..., 2, sono le cifre di a' ed 
7 Лы 3 *һ 


inps ++; sono quelle di a”, se infine ji, fe, ..., Jp 5000 
quelle di В, si ha, pel teor. 2, 


Hn 


eu 


в EN ti, +2 dr 


e raggruppando insieme quegli addendi di E. in cui nella per- 


mutazione degli indici di 8 figurano come primi A indici (salvo 
l'ordine) i medesimi A indici, cioè gli indici che costituiscono le 
cifre di un medesimo fi, si trova 


n 


dove À,,,,..., k, indicano le cifre di fj. 
Consegue da ciò la formula da dimostrare. 
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4. 


Sistemi assoluti. 


1. Definizione. Legge di varianza assoluta. — 2. I sistemi Ją. — 3. For- 


mazione dei sistemi assoluti. — 4. Sistemi nulli. — 5. I sistemi è . — 
(24 


6. Sistemi simmetrici ed emisimmetrici. 


1. Der. - Se a, ed aj (£=1,2,..., т) sono r coppie di 
indici entrambi della stessa classe, se 8, e f, (k—1,2,...,s), 
sono altre s coppie analoghe di apici, e se 


5 fa ^ 
us Pes +... Pa 


(1) 


04. 0s o е. S 


è un sistema di funzioni tale che, qualunque siano i sistemi di 


variabili 4 e v, legati fra loro da una sostituzione invertibile, si 
abbia 


в, G : 
in $y r.y B. 
(2 garl da 
Xi y Arg sreg 2, 
RNC E: r_ OUa + де. 


YES y Н 


la X essendo estesa a tutti gli stati degli indici oj, (k= 1,2,...,7) 
e degli apici B, (k = 1,2,...,s), si dice che il sistema (1) è un 
sistema, assoluto con v indici ed s apici. 

Quando mancano gli apici il sistema assoluto si dice pura- 
mente covarianie, e quando mancano gli indici si dice puramente 
controvariante, 

Un znvariante si deve considerare come un sistema assoluto 
(costituito da una sola funzione) privo di indici e di apici. 

La legge di varianza di un sistema assoluto, espressa dalla 
(2), si chiama legge di varianza assoluta. 

In particolare, se 


(1°) H 


Г a 
AS Iu] - lilet de I I, ET 
915, Za, 0-14 I EL" І РОВ, 


А 


c 
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è un sistema puramente covariante ad un indice, la sua legge di 
varianza assoluta è data da 


du 
(2°) H, [v] = £y H y [u]: -— 


x 


la X essendo estesa al variare di a' nella classe di 4; e, se 
qu Н? 

ё un sistema puramente controvariante ad un apice, la sua legge 
di varianza assoluta é data da 


В дь; 
(2") H*[v] - E Ey н? [u]. 


la Ж essendo estesa al variare di 8' nella classe di f. 


2. — Se ж è un indice di classe v, e se 7 è un invariante, 
il sistema Г, (p. 155, $ 1) è (p. 156, (1)) un sistema pura- 


mente eontrovariante ad un indice di classe v. 


3 Шкок l — Se anr Оо 11265097) (9 В оо) 
sono r indici ed s apici di classi determinate, se (1) è un sistema 
di funzioni per il quale esiste un particolare sistema di variabili, 
р. es. le «, per cui, qualunque sia un sistema di variabili v, 
si abbiano le (2), il sistema (1) è un sistema assoluto. 

Dix. — Per ridurre la scrittura, ed anche per non stancare 
il lettore, supporrò r—s--1. Però il caso generale si tratta 
allo stesso modo, 

Se v e w sono due qualunque sistemi di variabili, per ipo- 
tesi, si ha: 


ge du, 


dw 
н? жы p n, [u] — : 


дш, Е дир 


dove la X è estesa al variare di а’ nella classe di x e al va- 
riare di В nella classe di 8. 
E poiché (p. 159, 8 ^ teor. 2) 
ди . ди, m ди; 
Y du, ^N ER - Yon 5 de 
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con y variabile nella classe di a, e è variabile nella classe di В, 
si ha 


„Ё В' du, др дш, du, 
Н (= Pe gna H Iu Ср, - 
a sotto OU. дш, OU» € us! 
» 3 p (u ди, д àv dwg 

Lt «м! OU. дир ди, д — 
у n° dv, eU 
== ГМ - F 
Z5 1 | | dw dv, 
poichè, giusta l'ipotesi, si ha 
д gp Ou, ^ Ov, 
и [s]-) ^y A p -——- . —— 
NE LPS dv, дир" 


Dunque il passaggio dalle H[v] alle H[w] si ottiene colla 
legge di varianza assoluta, ed il sistema Н ё assoluto. 

Teor. 2. - Un sistema assoluto è determinato in modo unico 
quando è assegnato il sistema di funzioni a cui si riduce per un 
particolare sistema di variabili, p. es. per il sistema delle «. 

Dix. - Infatti, dato il sistema di funzioni delle м а cui 
deve ridursi il sistema assoluto che si desidera, il sistema di 
funzioni a cui si riduce per una qualunque sostituzione sulle va- 
riabili è determinato dalla legge di varianza assoluta, e viceversa, 
qualunque sia il sistema dato per le w, il sistema così costruito 
è, per il teor. prec., un sistema assoluto. 


4. - Se tutte le funzioni a cui si riduce un sistema assoluto 
per un particolare sistema e di variabili, sono uguali allo zero, 
anche per qualunque altro sistema di variabili il sistema si riduce 
a funzioni nulle, come risulta applicando la legge di varianza 
assoluta. 

Der. - Un sistema assoluto, che per ogni sistema di varia- 
bili, si riduce ad un sistema di funzioni nulle si dice un sistenza 


nullo. 


5. Teor. ~ Se a e B sono un indice ed un apice della me- 


desima classe, e se Н ё un sistema assoluto tale che per un 
а. 


www.rcin.org.pl 


SISTEMI ASSOLUTI 169 


particolare sistema di variabili « si abbia 


3 \ 1, ве а= 8 
Н [и] = € 
a (0, жаў, 


per qualunque altro sistema di variabili v si ha 


ç 1, sea=f 
н" [о] = ` 
^ 0, seat 


Dim. - Infatti si ha, per la legge di varianza assoluta, 


$ è ди д; 
K, ^ 
H(9-..,H [w] z——- z—— = 
2 6. QU, Ou 
ди, дє 1, sea=f 
b Ж, I ga ЩЩ 
2-4% OU ди T 
E 1 0, ѕе = В (р. 160, cor.). 


Der. – Un sistema assoluto соп un indice 2 ed un apice В 
della stessa classe, che per qualunque sistema di variabili vale 


1, se a=f, e vale zero, se 2 + 8, si chiama un sistema è . 
a 


E bene però avvertire che questa ultima notazione non è suffi- 


ciente ad individuarlo. Perchè un sistema è sia individuato è 
2 


necessario conoscere la classe comune di a e di f. 


6. Der, 1. - Un sistema di funzioni si dice simmetrico ri- 
spetto a due indici (o a due apici) della stessa classe, se ogni 
sua funzione è uguale a quella che si ottiene scambiando fra loro 
i detti due indici (od apici). 

Der. 2. – Un sistema di funzioni si dice emisimmetrico 
rispetto a due indici (o a due apici) della stessa classe, se ogni 
sua funzione è contraria di quella che si ottiene scambiando fra 
loro i detti due indici (od apici). 

Teor. 1. — Se un sistema assoluto è simmetrico rispetto a 
due indici (o a due apici) della medesima classe per un partico- 
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lare sistema di variabili, lo è anche per ogni altro sistema di 
variabili. 

Dix. – Infatti, se nel sistema assoluto (1) i due indici a, 
ed a, sono della stessa classe, e se per le variabili e detto si- 
stema è simmetrico rispetto agli indici a, ed as, la (2) si può 
scrivere. 


n Rm & 
Pis Par <a» M 
H [v] = 
201. 23, 23, .. з kr 
&' n' s r CU, J dvg Otty! Oy 


por өөө уу 
к = у Ж Н 


« 
aa T Tod e o 
CHR 1A yy 3 A | B, x 

dove X' indica somma estesa al variare di tutti gli indici ed 
apici di H nelle rispettive classi, esclusi gli indici a, ed оз. 

E poichè la espressione entro le parentesi [ ! nel 2° membro 
è simmetrica rispetto agli indici aj ed o5, si vede che il 2° membro 
non Si altera se si scambiano fra loro questi due indici entro la 
parentesi [ ]; ma ciò equivale a scambiare fra loro nel 2° membro, 
e quindi nel 1°, gli indici a, ed аз. Ne consegue che, per qua- 
lunque sistema di variabili v, il sistema risulta simmetrico ri- 
spetto agli indici a, ed о, 

La dimostrazione fatta vale nel caso della simmetria rispetto 
a due indici, ma nel caso della simmetria rispetto a due apici 
si potrebbe ragionare in modo analogo. 

Con ragionamento simile al precedente si potrebbe anche di- 
mostrare il 

Teor. 2. — Se un sistema assoluto è emisimmetrico rispetto 
a due indici (od apici) della stessa classe per un particolare si- 
stema di variabili, lo è anche per ogni altro sistema di variabili. 

Der. 3. — Un sistema assoluto si dice simmetrico rispetto 
a due indici (o a due apici) della stessa classe, se, per qualunque 
sistema di variabili, è simmetrico rispetto a quegli indici (od apici). 

Der. 4, — Un sistema assoluto si dice emzisimmetrico ri- 
spetto a due indici (o a due apici) della stessa classe, se, per 
qualunque sistema di variabili, è emisimmetrico rispetto a quegli 
indici (od apici). 

Evidentemente, se un sistema ё emisimmetrico rispetto a 
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due indici (0 a due apici), ha nulle tutte le funzioni in cui 
questi due indici (od apici) sono uguali. Infatti ognuna di tali 
funzioni non si altera scambiando i detti due indici (od apici), 
e nello stesso tempo deve mutarsi nella contraria. 


5. 


Funzioni r-varianti. 


1. Definizione. — 2. І determinanti (0; у; о) e [и; у; v] I numeri N, 
ed Оу. – 3. 1 sistemi ёш, dp Е 
1. Der. - Una funzione A si dice r-varzante, se, essendo 


и e v due qualunque sistemi di variabili legati fra loro da una 
sostituzione invertibile S di equazioni 


CUL UTR TERETL ЕО e a 
si ha 
A [v] — A [u] - (u; 2)”, 
dove 
ди, du, ди, 
dv де GE 
On, ди ди, 1 
(и; 0) == 1 Ob, дь a = Pra: 
Ott, ди, ди, 
dti do "' dn 


Р А с Е. 
Evidentemente, se A è un v-vartante, gè” (-7)-va- 


riante, ed un invariante è un 0-variante. 


2. – Indicheremo poi con (%;v;v) il determinante che ha 
du 
per elementi le a con a e f percorrenti tutti gli stati di 


2 
rango v, e disposti in modo che « sia costante lungo una linea, 
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e В sia costante lungo una colonna, e gli stati di х e quelli di 
B si succedano nell'ordine naturale (p. 155). 
Evidentemente è (u; 1; v) = (и; vy 
Il determinante (u; v; v) è il v-esimo determinante di BRILL- 
: [det ав 1А 
ScnoLrz-Hunvany dedotto da (2; v), e vale (u; ©) " ^ (р. 127, 
teor.) dove l'esponente è il noto coefficiente binomiale. 
Indichiamo poi con [w; v; v] il determinante che ha per ele- 
SQQ дир 
menti le Ga: nae B pereorrenti nell'ordine naturale la 
x 
classe v, e per cui а sia costante lungo una riga, e 3 sia costante 
lungo una colonna. 


dug 
3 


Allora, ricordando che гт = 0, se pg р. (р. 159, $ 1, 
x 


teor. 2), si ha 
[и; у; v] = (и; L; v) -(u5 25 v)... (и; v5 v) 
N, 
= (mv) *, 


x2» НЫ) Aw {лы (" Г 
n п n n n4 1 
L'ordine di (wu; v; v] è evidentemente uguale ad 
n n-4-1 n- 2) (eis ria d 
О = ^ і L L ї A 
D Ie кы maso -( emu | 
> (" i. 
n 


3. Teror. — Se А è un N,-variante, il sistema assoluto 
13 2p, бо, 


che ha О, indici di classe v, e che per un determinato sistema 
di variabili x ha nulle tutte le funzioni con due indici uguali, 
e ciascuna altra uguale а 4-A[w] o a —A [u], secondo che la 
permutazione degli indici è pari o dispari rispetto alla permuta- 
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zione principale. è anche tale che per qualunque altro sistema 
di variabili v ha nulle tutte le funzioni con due indici uguali, 
e ciascuna altra uguale a -- Afv] o a —A[v], secondo che 1а 
permutazione degli indici è pari o dispari. 

Dix. - Infatti 


H, х, оваз a, Pj= 25 Нь ) Pa? Mat: t. i, I4] T, dv, 


. 


la У essendo estesa al variare di tutti gli O, indici В, nella classe 
у, e quindi 


O 
M диз 


H, ases a, Ut] — 4 [ч] : PRE: Я; 


la X' essendo estesa a tutte le permutazioni 


' 


CUPS 


а n % 
Ply Pasto ду 


degli stati della classe v, ed il segno sotto la X' dovendosi sce- 
gliere + о —, secondo che la permutazione 


[2 5 PI 
Bis Par + ea Po, 


è pari o dispari. Se due degli а; sono uguali, la X' è nulla, 
perchè sarebbe lo sviluppo di un determinante con due righe 
uguali, ed allora, se due indici sono uguali, è 


*| =), 
& › eL ‘019 att) 


013 Zap ery 20, 
è una permutazione senza ripetizioni, la Ў’ è lo sviluppo del de- 
terminante |; v; v] preso con segno + o —, secondo che detta 


permutazione è pari o dispari, ed infine 


Н, ymy- oy 10 A] Dus v; v] 9 A [u]. (и; v = A[r] 


il segno essendo + o —, secondo che la permutazione 
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0, y day 340, 
è pari o dispari, 
Der. - Un sistema assoluto 


Xy, Xe, ee n. Xo, 


con O, indici di classe v, per il quale, qualunque sia il sistema 


di variabili, sia 


se due indiei sono uguali, e 


H st., 
i, T „өөң Xo, 
con il segno + o —, secondo che la permutazione degli indici, 
se questi sono differenti, sia pari o dispari, e dove A è un 


Ny-variante, si dice che è un sistema болу ус ei n © ше- 


glio il sistema Sai, „,.‚., ao, associato al Ny-variante A. 


Un tale sistema è evidentemente emisimmetrico rispetto a 


ciascuna coppia di indici. 
Ñ 


6. 


Operazioni elementari sui sistemi assoluti. 


1. Addizione. — 2. Sottrazione, — 3. Moltiplicazione. — 4. Saturazione. 
— 5-6. Criteri per riconoscere se un sistema di funzioni è un sistema as- 
soluto, — 7. Applicazione. 


1. Der. - Se 
ЛЕТ | Ё, 
(1 H 
| 914, ka) 00013 
e 
(2) gio foco B 


8, 045...) Ap 
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sono due sistemi assoluti, in cui gli indici e gli apici rappresen- 
tati da uno stesso simbolo sono della medesima classe, il sistema 


е [^ Q n [^ 

С Piy е, Bia (Barone Bi BB, **1 ё, 

(3) S —H + K і 
Xi y TEM ^ Ai y 2,...;, Op Xi y 03,4... 2, 


che evidentemente è pure un sistema assoluto, si chiama la somma 
dei sistemi (1) e (2). 


2. Dxr. - Se (1) e (2) sono due sistemi assoluti, in cui gli 
indici e gli apici rappresentati da uno stesso simbolo sono della 
medesima classe, il sistema 


с а S о m 4 8. 8 a 

Wis зз, фи Ply рау. Pò Pr: Ре" оер. Pa 
(4 D = H — K . 

A, 04 ,... , Op Ai, X9... . Ap V, 2.,... p X, 


che evidentemente è un sistema assoluto, si chiama la differenza 
dei sistemi (1) e (2). 
3. Der. - Se (1) e 
a а 2 
h „Petis Выз". Pita 
(5) K 
Onil y Arta ety py 


sono due sistemi assoluti, il sistema 


[^] % n n [^] [^ n [^ 
А Pra йаз +) Pota Pis Ёз... Pa r Pris ts Pete 
[6] Р = Н К ; 
HILL ,..,,@ 01, 034... X, dk] yer рр 


che evidentemente è un sistema assoluto, si chiama prodotto dei 
sistemi (1) e (5). 


4. Tror. - Se (1) è un sistema assoluto, e se a, e f, sono 
della medesima classe, il sistema 


(7) gn PESO pi ie 


1 
Bazary Up Ty Za, 0,4% 


dove la È è estesa al variare di т nella classe comune ad a, e 
Bı, è pure un sistema assoluto. 
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Di. - Infatti è 


£t. Ba es Ba 


t£, 464 o ae h 0b. 


Bas 3 s 
K [v] = 
2, .., Ar 
Ае. , r ди, dv 
' t3 Br, Do E E 
=}, (У.и, 7 bi ica T 
v E TET RSS 2 т yr ors 
Р „В. ,& r n, ‚_ 00, 
= 2 : [u]. | I, EE Y 
Aos ., ©. 2 e B. 


dove la X' é estesa al variare degli indiei e degli apici 
, , 
ICI АХТА 


nelle rispettive classi, е ció dimostra il teor. 

Der. 1. — La proposizione enunciata nel prec. teor, si indica 
sotto il nome di principio di saturazione. 

Der. 2. - Se 


бү, 95,4 бу, Bis Basso, В, 
(8) 1 


ае, бз YT 


(9) gita Bons Baone Ba 


Gs бу, Оку epi rpg aeo Yep 


sono due sistemi assoluti, in cui gli indici e gli apici rappresen- 
tati dallo stesso simbolo sono della medesima classe, il sistema 
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Lm 


IPLE TUERI Arko 


914 98 ,, «4 Ohy Ее В, Tia Тез, Ths Bass Bota 
H К : 


тан VCI PRIA б, бз,.., буу AEL 


Il 


1,0 


nel quale la Ж si deve intendere estesa a tutti gli stati di 
Ti; бау...) Ths бу, Tax -+-3 9,, € che, per la successiva applica- 
zione del principio di saturazione, è assoluto, si dice un sistema 
composto. 


5. Txor. 1. ~ Un sistema (1) è assoluto, se, qualunque sia 
il covariante Xg, il sistema 


TP Е 
K am Y, E . H 


бз; базе, 


è assoluto. 
Drm. - Infatti, per ipotesi, 


ЖЕК ia vi ii a дә, 


01,95, « «$4 0L 


[AM APR r us; ' дә, 
"Yun EO ITI Tra 


e, poiché 


- ду, 
Xy a [u] = s X5 [e]. Juy ^ 
e 
Біт жылан Bis Bano 6, 
SHIRE b= 25, Xp Ir «4 ALE 


sostituendo e portando tutto nel 1° membro, si ha 


G. ViraLi — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 12 
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Sata 


9244, 03... , 2, 


[v] — 


Bi, % quit) В, с дир 4 дә, 
4 Leg! ; 4 11, СТ II pm 
4 40 l Xn 1 Л 


, 
Aia Xs 


|-o. 


Ma Хр [v] può essere un qualunque sistema di funzioni 
delle v, dunque l'espressione fra parentesi | | deve essere zero, 


e ció significa che il sistema [1] à un sistema assoluto. 
In modo analogo si dimostra il 
Тков. 2. - Un sistema (1) è assoluto, se, qualunque sia il 


controvariante X*:, il sistema 
е [^ 
s Pucci m ys go Para Be 
1 
АА T 815, Zago 4 0, 


è assoluto. 
Applicando successivamente i due teoremi precedenti, si ha 
il seguente 


1° criterio per riconoscere i sistemi assoluti. 
Un sistema 
Bi, Bes ...) ĝas PETF , Bote 
(w) H 
АУА 8 
ё assoluto se, qualunque siano i covarianti 
Хр , Хр: + Xj, 
ed i controvarianti 
со MEAT 
1 z r 


il sistema 


yb Boa 


Фалун.) A np 


Roiate Loos 
CU Ped TET TE. ILx П.х, 


Aa Ury res E 1 


ё un sistema assoluto. 
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6. - 2° criterio per riconoscere i sistemi assoluti. 
Se (w) e 


(10) K Bus "9..3 В... 


ЯРО 


"тЇ "Tp 


sono due sistemi assoluti, ed il sistema di equazioni lineari 


5 5 а 

(11) y pg o Pen Fata y 60250 
PP MC CM PPP: Ta Аса: o 

HILL IDIOT Pra Pose, Pr 


n 4 
араз. нр 


= К 
0,4135 Orto 
nelle incognite 
а Zi, ,.., 2, 


X 
fa [^ 
Bis Bes, B 


è determinato, cioè ha la matrice dei coefficienti e quella dei coef- 
ficienti e termini noti con caratteristica uguale al numero delle 
incognite, la sua (unica) soluzione è un sistema assoluto. 

Dix. – Infatti, se si considera dapprima un sistema fisso di 
variabili, p. es. quello delle ш, e si risolve il sistema (11), si 
trova un sistema di funzioni delle м, e noi possiamo costruire 
il sistema assoluto 
(13) "ag Gi 

Pis Pane, Pi 


che per le variabili w coincida con tali funzioni (р. 168, teor. 2). 

Mettendo questo sistema assoluto nei primi membri delle 
(11), questi diventano, per il principio di saturazione, un sistema 
assoluto, che per le variabili « coincide col sistema 


к?“ n Pera [и], 


Сыз iir р 


e quindi coincide per tutti i sistemi di variabili col sistema as- 
soluto (10); dunque il sistema (12) è la soluzione del sistema 
(11), e quindi la soluzione del sistema (11) è un sistema assoluto. 


WWwW.Trcin.org.pl 


180 CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO 


7. Tror. — Se Н, р è un sistema covariante a due indici 
« e B della stessa classe (у, р), e se il determinante H = |Н, |, 


scritto in modo che a sia costante in una stessa riga e f sia 
costante in una stessa colonna, e che i due indiei si susseguano 


nell’ ordine naturale, è diverso da zero, e se H*f indica il re- 
сіргосо di Н, g in Н, il sistema H*? con a e B. varianti nella 


classe [v, и] è un controvariante a due apici. 
Dix. – Sia X, un qualunque sistema covariante ad un in- 


dice « di classe (v, u). Il sistema di equazioni 


33 Ha. 6 х#=Х, 


nelle incognite X^, а e B variando nella classe (у, p), è un si- 
stema di equazioni determinato, e quindi la sua (unica) soluzione 
X? è un controvariante (p. 179), e si ha 


(13) x» = 3, H^ 9x, , 


il che prova che, qualunque sia il covariante X,, il 2" membro 
di (13) è un sistema assoluto, ed allora si può concludere 
(p. 178) che il sistema H% Ё è assoluto. 


7. 


Simboli associati ad una punto-funzione. 


1. I simboli aq, в. — 9, I simboli @ ed a*;8. — 2, I simboli di 
v v 


CnristorreL. — 4. Proprietà dei predetti simboli. 
1. - Abbiamo già osservato che una punto-funzione 
(1) fl, ш, 99, .... Un) 


descrive una varietà V. Se noi consideriamo una sostituzione 
invertibile S, che porti dalle variabili « alle variabili v, di equa- 
zioni 
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(2) t, = te (0,095... 1$) (EER) 
e sostituiamo i secondi membri delle (2) alle « nella (1), vediamo 
che questa si muta in una punto—funzione delle variabili v che 
descrive la stessa varietà V. 

Consegue che, se per ogni 4 si considera l'invariante che 
per le variabili w coincide con (1), questo invariante descrive, 
qualunque sia il sistema di variabili, la stessa varietà. Tale inva- 
riante, quando si vuol mettere in evidenza le variabili « a cui 
ci si riferisce, si rappresenterà con f[t;u] o con f[w], confor- 
mandoci così a notazioni già introdotte. 

Allora, con notazione da noi già usate per rappresentare le 
derivate di un invariante, ha significato ben preciso la scrittura 
f, dove « rappresenta uno stato di un indice variabile in ©. 


Der. - Noi porremo 
(3) аа в = | fa fd 
9 


e, se si fa variare l'indice « in una classe intera r e l'indice 


` 


В in una classe intera s, il sistema (3) è assoluto. 


2. Der. 1. - Noi indicheremo con a il determinante che ha 
y 


per elementi gli а, в coi due indici a e f varianti nella medesima 
classe intera v, scritto in modo che a sia costante in una stessa 
riga e B sia costante in una stessa colonna, e che i due indici 
si susseguano nell'ordine naturale. 
Der, 2. – Nell'ipotesi che a sia diverso da zero, noi indi- 
у 
cheremo con @% Ё il reciproco di dy g ina. 
У Uu 
Tror. — Il sistema a%È è assoluto (controvariante a 2 apici) 
у 


(р. 180, teor.). 


3. Der. - Se a e f variano nella classe v, se p è un indice 
di classe 1, se con ap si rappresenta lo stato (di un indice) che 
ha tutte le cifre di « e la cifra p, noi porremo 
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ER Bt 
Сар = 74 аар, ү d , 


Yy 
la Ў essendo estesa al variare di y nella classe v. I simboli 


el. sì chiamano simboli di CmmisrorreL di classe v. 


Quando la classe del simbolo di CuristorFEL è precisata in 
altro modo, senza che possano nascere equivoci, si risparmierà di 
scrivere il v sotto il C. 


4. Trong. 1. — Se p è un indice di classe 1, si ha 


dan, g 
ЕТ 


= аар, 8 + da, Ж 


(5 ч 

Dix. - Infatti (p. 82, teor. 3). 

Зи] ^ f, dt = ТШ +[һ fap t — a5, 8 + dx, Вр ^ 
Г] g 7 


Tror, 2, - Si ha, se a, B, y variano nella classe v, 


(6) Y. аа y a^ Y = er - 


Dix. - Ciò consegue da una nota proprietà dei determinanti, 


e prova in altro modo che il sistema 8% (p. 168, 8 5) ё assoluto, 
Teor. 3. – Se В e è variano nella classe v, e se p è un 
indice di classe 1, si ha, per ogni sistema di variabili « , 


da» * 
(7) —— =— O а 5—08 ah, 
eu MP, йд АЛЕ 


le È essendo estese al variare di a е y nella classe v. 
Dix. - Infatti, pensando і due membri delle (6) scritti per 
le variabili м, e derivandoli rispetto ad Up, Si ricava 


da ga: Y 
LI Let at n na 09) 
5 Y "Y дир 
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e per le (5) ed introducendo i simboli di CHRISTOFFEL 


Y eli x 9 nd = 
Ay Pa, t^ du "ta : (аар, rt %a, үр) 


e, moltiplicando i due membri per a*?, e sommando rispetto 
M 


ad а, tenendo conto delle (6), ed introducendo i simboli di Cunr- 
STOFFEL, Si ha la (7). c. d. d. 
Teor, 4. – Se p, « v, si ha 
(o =ò? 


" ap ap г 


Юм. - Infatti, per definizione, 


P SY а aY 
(8) Сар Z,a ja ў 


е, poiché ap e B appartengono alla classe v, per la (6) si ha Іа (8) 
Teor. 5. – Si ha 


E, 08 ЗР 
(9) в Cap * G8, t 77 Pap, у 


se 1 è nella classe v e se la X è estesa al variare di В nella 
classe v. 
Dim. - Infatti 


» 08. =f m 2. = 
Sp Cap" р, v 7 8,8 lapo 0 ару 


= E, asy s (X a^ * ар ү) = 
v 


= lap, y" (v. il prec. teor, 2). 


www.rcin.org.pl 


184 CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO 


Teor. 6, — Vale la formula 


Glog ]/a 
(10) A UER I a 


eu, 


Dr, — Infatti, per la regola di derivazione di un determi- 
nante, si ha 


d log a 


==, ra -X e 
= с +С, 2I 


m. 
v 


e, dividendo per 2, si ha la (10). 


8. 


Derivato covariante di un sistema assoluto. 


1. Definizione. — 2, Carattere assoluto del derivato covariante di un 
sistema assoluto, 


1. Der. - Se 
Bis Bs, -. B, 
(1) g @ Ё 
Qi y 034. «45, 


è un sistema assoluto, cogli indici e gli apici di classi intere, 
si chiama derivato covariante di (1) rispetto alla varietà descritta 
dalla punto-funzione f(t; Wi, w,,..., w,) il sistema 


g^ Pes E 


2, Hagany V D, 


(2) 
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dove p è un indice di prima classe, che per ogni sistema di va- 
riabili x è dato da 


pt TE П * [] 
. 
P 
(2) н? 8, ..., В. нди v, __ è 
2,2, S ди, 
| й Ë 
v ' Pyrscimtarteter tn а 
— Ў, х, dla Е н' [u] + 
1 73.4555 05, Т Xs e 
[^ 
vee Bs Been Ti Pis В 
ЕТ 5, D, єй [uj -H “1з 3 Pheil} ‚Вън, NOT 
1 O14, 20,6... tt. 


in cui si intenderà che ogni simbolo di OCnmnmisrorrEL sia della 
classe dell’ indice а, o dell apice B, che in esso figura, ed in cui 
per ogni X si intenderà che il y varia nella classe dell'indice o 
dell'apice di cui oceupa il posto; sistema che per maggior chia- 
rezza indicheremo anche con 


Bio Ве... 50, 
DH” Bs e 


Ai, Ag, 00.4 A, 


e, se non nascerà confusione, con D,H. 
ln questa definizione è compreso il caso in cui Н è un in- 
variante, nel qual caso si avrà 


Come casi particolari della precedente definizione si ha an- 


x 


che: se « è un indice di classe v e se H, è un sistema assoluto, 
D,H, [и] = — У, СҮ [и]. H [u 
pH [u] "P pl]: Hle); 
e, se B è un apice di classe и e se HP è un sistema assoluto, 


Р ôH [u] 8 
D, H’ [и] = "du + уен]. Н" [и]. 
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2. Teor. - Il derivato covariante di un sistema assoluto (1) 
6 pure un sistema assoluto. 

Dim. - Il teorema è vero se il sistema dato è un invariante, 
perchè il suo derivato covariante coincide col sistema delle co- 
muni derivate di detto invariante con indice variabile nella classe 1. 

Supponiamo ora che il sistema dato sia un covariante H, 


ad un solo indice a di classe v. Si ha 
ди," 
H [v] — X, Hy [и]. —— 


Us 


a' variando nella classe v. Derivando rispetto a v,, essendo p 


1 
un indice di classe 1, si ha 
( HUI лаг. SA “066 nM + 
an, DLE 02, дь, 
ð ди, 
етн аа 
+ У, Hy [ч] dv, do, * 


| Qu. p 
(3) fap 1°] = 2" sp fæ plu]. du, : д - 


4 Y Ly fy [u] - – de 
or, x 
Si osservi inoltre che, per il principio di saturazione, si ha 


() Spy opo] нур]. [б] = Ep, y а®т[и]. d [и], 


e, moltiplicando membro a membro la (3') e la (4), ed integrando 
rispetto a £ lungo g, si ottiene 


jv aP Y [v] : H; [2] - Op, ч [2] аа 
Y 


У B. Qu, p 
= Xy р (5, 1s Y [n] - Hg [e] -aw pry [u]) - aes Degne T 
& p 
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dà ди, 
де Vy 


+ E, [Ep Н, [и]. (E, a™ [ија „[и])|. 
v 


e semplificando (p. 181, § 3 e p. 182, teor. 2) 


(5) IC? [v]. E; [v] =x y (E e, , [ee] - А, [u])- диа, - kar + 
В y3P B % ,P B уф Ё àv, dv, 
а ди, 
+3, Hy [и]. —— —— 
х х | ] др, Qv, 


Sottraendo poi membro a membro la (5) dalla (3) si ha, 
tenendo conto della definizione di derivato covariante, 
ди," дир 
dv, dv, ' 


Hyp [1] - Xy. p Hy, p [n] ; 


il che prova che Н, p = D, Н, è un sistema assoluto. 
Supponiamo ora che il sistema dato sia un controvariante 
HÀ ad un solo apice В di classe v. Allora 


K, = Уза, p HP 


è un covariante ad un solo indice a di classe v, ed il suo de- 
rivato covariante D, K, = Кар ё un sistema assoluto. E si ha, 


per qualunque sistema di variabili ew, 


- OK, X op 
K, p dun — ly Cap fa =. 
да, в oH? = х 8 
=} ди, Hj + 342, p дир — XQ Cap а, p) u = 
У Н? + 3 ан? У H? 
= “p (Gap, 8 + Aa, ар) T "8 а, B 3 ди, PP ш. аур, Ё 


(рр. 182-183, teor. 2 e 5), 


e semplificando 
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È È ` ôH? 
Ka,p 75 a spl T LIEN — 
; eH? 
= Ep y Olp а, „Н+ У а, NEZ 
PENITUS "NE дир (р. 183, teor. 5), 


e scambiando nella 1^ Ў dell'ultimo membro gli indici В e Y, 


oH? MN 
B Ga, B E ios LIA s a, Н, (p. 184, def.) 


con Ho =D, H?, ed infine moltiplicando per a*%Y e som- 
mando rispetto ad a, si ha 
Z, a^. Ka,p = х; (3, a* ‘An. p) . н? == Н? 
ч ' 
(р. 182, їеот. 2). 


Ma il primo membro è un sistema assoluto, quindi anche 


il secondo membro ib, è assoluto. 


Per dimostrare completamente il teorema basterà allora pro- 
vare che, se è vero quando il sistema (1) ha un certo numero r 
di indici ed un certo numero s di apici, è vero anche quando 
ha un indice di più od un apice di più, 

Supponiamo adunque che il teor. sia vero quando il sistema 
(1) ha r indici ed s apici, e proviamo che è vero anche quando 
il sistema ha > indici ed s+ 1 apici. 

Si abbia allora il sistema assoluto 


PLUIE, 


Ais Agg -e3 Xe , 


ed indiehiamo con Xg un qualunque covariante ad un indice 
della classe dell’ apice В. Il sistema 


y P %,..., B, =} PLI TEE 8,, В . Xi 


в 
1, 034... A АО 
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è assoluto, ed ha r indici ed s apici, e quindi è assoluto il suo 
sistema derivato 


PAGE Basa: 8. 
Lig Aare р. 


Questo, per un qualunque sistema di variabili x, è dato da 


ak" | В, 


к?" Baia В, = Zi; 2.,.-., Ar Em 
04, 3:0 йр дир 
е "Y „А, Ba, s>... "T 1 B, 
AI Cp К + 


94 goes aa Ts ea ees Le 


V m ё,,.., Bim Bass B. 


ag P" Bees Bi: È 


Ж ү, безе» бы 
=p Ху. TAI TELL ВЕЕ 
B à ди, 
$y т ПЕ "ttt n ng. 1 Bo В 
— Х.Х Сор · Ё Га 
1 LITERE Arta Ў. з... Ar 
+ Y ELO А PII Par» Ts Baa B; в 4- 
r 


patent SE. 


Ii e Dara Ой дир 
E, posto 
3 К ө» a^ 1 quos . В 
н? IZ ‚ В = рае B Bal 
21, Ол... Ar P Ору ау... & 3 
51 һа 
PALE Bh... B. harte a 
94, Aage g An P LIN TID. 


gs Bat В,,-.., Ba В GX; 


у о ‚зл. 
ACI TEES bo дир 


КТ 


04,5... X 


www.rcin.org.pl 


190 CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO 


e, mutando nell’ ultima E l'indice В in y, si ha, qualunque sia 
il sistema di variabili, 


2 D 5 А 
=). н? баз Ha, P + 
а, 0s, s. eus D Cri УТ ME 


к?" TIT Ё, 


oU Pe BoY 
БХ, Н OX . 


dove 


e, poichè il primo membro di questa uguaglianza è un sistema 
assoluto, e, per il principio di saturazione, anche l’ultimo ad- 
dendo è pure un sistema assoluto, anche il primo addendo del 


secondo membro è un sistema assoluto, ossia è un sistema as- 
soluto 


v 


Bs Bars, BR. B 
S, X; H 


9. X uus, kr, P ' 


qualunque sia il sistema assoluto Хв, dunque (p. 178) è as- 
soluto il sistema 


[^ fa п а 
Pio Ёз, -.-, Po P 


H 
COEM TELET 2., p. 
c. d. d. 


In modo analogo si dimostrerebbe il teorema quando il si- 
stema di partenza ha r +1 indici ed s apici, 
Dunque il teor. è vero in generale. 
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9. 
Regole di derivazione covariante. 


1. Derivazione dei sistemi somma o differenza. — 2. Principio della per- 
mutabilità della saturazione e della derivazione covariante. — 3. Derivazione 
dei sistemi composti. 


1. - Dalla definizione di sistema assoluto somma o differenza 
di due altri (pp. 174-175, $ 1, 2), e dalla definizione di derivato 
covariante di un sistema assoluto (p. 184), risulta facilmente il 


Трок. - Il derivato covariante della somma o della differenza 
di due sistemi assoluti è rispettivamente uguale alla somma o 
alla differenza dei derivati covarianti dei due sistemi dati. 


Bis Be 8 
Pis еу ees Pa _ к 

2. Teor. ~ Se Н è un sistema assoluto, e se 
Djy 24у... 0, 


х e B, sono della medesima classe v, si ha 


f Q а 
y Peg 7555 Ps Ts Basse В 
=X, D,H 


AP e T. Uo EUER 


(1) D, Y. Н 


e" 


o, come diremo, vale il principio della permutabilità della satu- 
razione e della derivazione covariante. 


Dix. — Intanto, per un qualunque sistema di variabili u, 
si ha 
aH" Pss +049 B. 
т, Pes enna B, T, 094, ...4 Ф, 
D, H E AIT e 
LX TI. ди, 
—- et g^ mesh 
ттр 
[5 ka «003% 
— RI et gems ne ssa ess | È 
Y Yap 


т, Za gar. PP бн, san, ® 
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^ т, а, ..., B, 
+ үс op Н + 


T, 2, ..., X, 


‚Ёа, -.., Pam» Bas B, 


TR T ODORE PEL 


+2,20! PH 


e, sommando i due membri rispetto a t variante nella classe v, 
ed osservando che i contributi forniti dal 2" e dal 4° addendo del 
2° membro hanno per somma zero (il che si vede scambiando 
in uno di essi i due indici di sommatoria y e т), si trova 


ala goes В 
Y/85. 5i Tt гае бы 
ЖОШИЯ гҮ "m Gt ll 
T, 09, 03% p 
d RES LUI IG : "cp: 
aide {зге 
T, Aa, o. y Paca s o Фл; 13 * 
«553 Baar SA 
n n n° т, fa; Pais Ys Ван» ML 
: NT NS IRI асы ЛЫ А, Ога sal ҮР 
x. H ©, Day ss В 
‚Ж ati 


e quindi vale la (1). 


3. Teor. - Se 


р 
о, Oz, "sy Srs Bis TETTE 


Ti 4; + SO бакен Ж, 


AZ FROST II TR. 3n 

„*1› "fo ttg “hg Partly tty Papa 
(3) K 

91, 064, 4.4 04 4 Arpi teg 2р 
Sono due sistemi assoluti con indici ed apici di classe intera, ed 
in eui gli apiei ed indici rappresentati dallo stesso simbolo sono 


della medesima classe, e se 


p Ba, ...9 Peta 


ЖАГ? ER 


(4) 
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è il sistema composto che si ottiene da essi saturando gli indici 
e gli apici т ес, si ha 


(5) D, € — X. < (HD, K + KD, Н), 


dove la X si estende a tutti gli stati dei v, ..., Tr, 91, ++} Gk) 
e sono sottintesi gli apici e gli indici dei sistemi (2), (3) e (4). 

Dix. – La proposizione si verifica facilmente (tenendo pre- 
sente la definizione di derivato covariante (p. 184), quando 
А == Е == 0, ossia quando il sistema composto è un prodotto 
(p. 175, $ 3). In base a questo si ha 


015061223 9.0 Bis svo 3 Du 85583 5. Та, Bois c Bota | 
Dp H : 


Tia у 6.67 р, 21,93, 5.4.4. 9.4 41,63 rry | 


= HD, K + KD,H , 


nel cui 2? membro si intende che H e K abbiano gli stessi in- 
diei ed apici che hanno nel 1° membro. 

Sommando rispetto alle т ed alle в, ed applicando il prin- 
cipio di permutabilità della saturazione e della derivazione cova- 
riante, si ha la (5). 


10. 


Derivati covarianti di alcuni sistemi assoluti. 


l. Derivato dei sistemi Sag: T 2. Derivato dei sistemi af. — 
, 
y 
3. Derivato dei sistemi si. — 4. Derivato dei sistemi e 


езг 


1. Teor. - Il sistema assoluto a, в, con a е 6 della stessa 
classe intera v, ha nullo il derivato covariante. 
Dim. — Infatti, per un qualunque sistema di variabili и, 


б. ViraLi — Lezioni di geometria nello spazio hilbertiano 13 
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==” ИЕ "Y F ^ (0t = 
Dp Ga, $ дир A rap y Ag Chp (a, у = 
da, = 
— Dd LL ә Ач ("Y == 
^ дир Arb ap,et Sp — Фур Tip eO бау = 
day, g 
=- lapp — да, 8р = 0 (р. 182 teor. 1 e 2). 


2. Tror. - Il sistema assoluto a, con a e В varianti nella 
M 


classe v, ha nullo il derivato covariante. 
Dix. - Infatti la formula (7) a p. 182, quando si trasporti 
il 2° membro nel 1°, dice che 


«p. 
Dy =0. 


3. Tror. - Si ha Dp 25 =0. 


Dni. - Il teorema discende derivando covariantemente і due 
membri della formula (6) di p. 182, tenendo presente la regola 
di derivazione dei sistemi composti a p. 192 ed i prec. teor. 


4, Teor. — Se Ha anice È P Fai, 88500140 
ad un N, - variante 4, si ha 
D,H =Н:Јр , 


dove Jp indica il sistema derivato dall’ invariante 


J= log (4 : ра ) : 


Dim. - Intanto è chiaro che essendo, qualunque sia il si- 
stema di variabili 0, 


DHz-9H. $»0..H 
1 


AT Y xp CPP TOL TEE Fo ? 


se due indici di Н sono uguali, è D, 4H = 0, perchè, se p. es. 
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è a=, il 2° membro si riduce a 


—— ht EE 
(1) E, (Cap H. a, x T Cs p Ha, атава | i 
poichè gli altri addendi, contenendo un Н con due indici uguali, 
sono nulli. Inoltre, essendo a, = a, e la H essendo emisimme- 


trica, i termini (1) si riducono a 


^ px 
— Y, Cs p (Hs, а, кы ы T Jm oio y « 

Se poi gli indici di H sono una permutazione degli O, stati 
della classe v, si ha, pensando che in tutto quel che segue la H 
abbia sempre per indici una stessa permutazione degli O, stati 


della classe v, 


eH лр 
1 = ——-———— 5 oM = 
DA H 5 7 za H.Cyp 
log H к; Ch 
=], Pic re УШУ, = 
H( du, DRE anp ) 
\ р f 
Di dlogq/a 
= y | nct - i : | (p. 184, teor, 6). 
7 р р 
= Н.Ј,. 
Con. — Se c decisi : Li аа оа 539001400 
Н 9, ? , 9, 


all’ N, - variante | a, è D,H —0. 
vy 


Dix. — Infatti in questo caso J= 1061 = 0, e quindi è 
Jp=0, ed infine ррН.0 = 0. атр 
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11. 


Sistemi ehe possono considerarsi come assoluti 
in varie maniere. 


1. Teor. - Se un sistema 
PALE В.,:.., B, 


01, 443...) 9, 


(1) 


è assoluto, se a, è di classe [v, н] con v>p, se inoltre per un 
particolare sistema di variabili « è 
Bi Bos o3 Bu 
ЖОЛ, "* [u] 0 
LIN PEE T 
tutte le volte che Pa, < anche per ogni altro sistema di varia- 
bili v sarà 
ar di 
Oi, %,„..., э. 
tutte le volte che Pa, e v. 
Юм. - Infatti, per la legge di varianza assoluta, quando 
Big, 7 la 
fa, ё, JU È, 


(2) H [e] 


24, [TTD г. 


viene espressa da una combinazione lineare degli 


Bi, В... % 
(3) Р , [u] 
di ЧАТУ Же 
nella quale ogni termine è nullo o perchè è nullo il fattore (3), 


il che capita quando Pal < У, о perché ё nullo il fattore 


ди, 


ev 


о. 
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il che capita quando р„/ = v (р. 159, teor. 2); dunque l'elemento 
(2) con р. <Y è nullo. 

Cor. - Se in un sistema assoluto (1) un indice a; è di classe 
[v, #] con v >р, e sono nulli per un particolare sistema di va- 
riabili, e quindi per qualunque sistema di variabili, tutti gli ele- 
menti di (1) in cui p, <y, gli elementi del sistema (1) per 
cui p, — v formano ancora un sistema assoluto in cui l'indice 


a, varia nella classe [v, v]. Viceversa, se (1) è un sistema as- 
soluto con a, di classe [v, v] e se u<v, il sistema 


ё, Bs ё. 


Ls TEE Ke 


K 


in cui a, varia nella classe |>, n] e gli altri indici od apici va- 
riano nelle stesse classi in cui variano per il sistema (1), ed i 
cui elementi coincidono coi corrispondenti di (1) quando р„ =”, 


e sono nulli quando p, < у, è pure un sistema assoluto. 


2. Teor. 1. ~ Se (1) è un sistema assoluto con a, di classe 
fv, v), posto 


2 е 2 G ^ 
- Bt; INSEL Bs. pese, PI 

(4) E Nel cH 
П РОХЕ #3 бу. сэл 0h б. 0o... dl 


Se ti, %;,..., €, sono le cifre di о, qualunque sia il loro or- 


dine, il sistema (4) à un sistema assoluto, nel quale i primi v 
indici sono у indici di classe 1. 

Dm. ~ La proposizione si rende manifesta considerando la 
formula di varianza assoluta di (1) per il passaggio dalle « alle 


u А 
b . x . . Š 
v, e ricordando che il fattore x ‚ in cui necessariamente 
x 
Pai = Pa, EY vale 
4 eu; 
У ди, | ди, Jy 
*1 vj dvi, QU; 


v 


Se Ji, Ja... Jy Sono le cifre di a; (p. 162; teor. 2). 
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Inversamente si ha il 
Tror. 2. - Se il 1° membro di (4) è un sistema assoluto 
cogli indici 7, di classe 1 e simmetrico rispetto a questi v indici, 


anche il 2° membro di (4) è un sistema assoluto in cui l'indice 
a, è di classe [v, v]. 


3. - Con ragionamento analogo a quello del 8 1 si dimostra il 
Teor. - Se (1) è un sistema assoluto, e se f, è di classe 
[v, p] con у> р, se inoltre per un particolare sistema di varia- 


bili « è 


tutte le volte che ов, > p, anche per ogni altro sistema di varia- 
bili v sarà 


tutte le volte che pr > 6: 

E da questo si ha il 

Cor. — Se in sistema assoluto [1] un apice 8, è di classe 
[V p], con v — p, e sono nulli per un particolare sistema di va- 
riabili, e quindi per qualunque sistema di variabili, tutti gli ele- 
menti di (1) in cui fg, > gli elementi del sistema (1) per 
cui pg =M formano ancora un sistema assoluto in cui Г apice 
8, varia nella classe [ы, и). Viceversa, se (1) è un sistema as- 
soluto con 8, di classe [p, н], e se v > р, il sistema 


^" % fa 
K IM IEEE 
21, da 1% 


in cui 8, varia nella classe [w, р] e gli altri apici od indici va- 
riano nelle stesse classi in cui variano per il sistema (1) ed i 
cui elementi coincidono coi corrispondenti di (1) quando pg, = t, 


e sono nulli quando py, >œ, è pure un sistema assoluto. 


4. Teor. 1. - Se (1) è un sistema assoluto con f, di classe 
[p р], posto 
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h. Pipes ін, Bern 6, Bs BB. 
(5) к” Ja Jg. Pe pes 1 PLI. f 


Ary o. e. 0. ла, Xi y Xogar ag Er 
se Ji, Ja. ja SONO le cifre di 8, qualunque sia il loro ordine, 
è anche assoluto il sistema (5), in cui i primi п apici sono [i 
apici di classe 1. 


Dix. - La proposizione si rende manifesta considerando la 
formula di varianza assoluta di (1) per il passaggio dalle « alle 


CDA 
v, e ricordando che il fattore rr in cui necessariamente 
[^] n 
Bi 
fg; = рр, = t. vale 
dei. 059 dv 
hO, pe POP da 
-t ft! - á j 0 . 
£y “и Ou; ди da^ 


se fi, 4,..., % sono le cifre di Bi (p. 164, teor. 3). 
Inversamente si ha il 
Tror. 2. - Se il 1" membro di (5) è un sistema assoluto 
cogli apici j, di classe 1 e simmetrico rispetto a questi apici, 
anche lo 
P й, ..., В, 


LITE C TIRE Tr 


che figura nel 2° membro di (5) è un sistema assoluto in cui 
l'apice В, è di classe (3, ш]. 


5. — Dai teoremi prec. e da quello di p. 180 consegue il 
Tzor. - Se Н, з è un sistema assoluto a due indici di co- 


varianza a e В di classe [v, v], e col determinante H = Н, р! 
diverso da zero, e se Д? indica il reciproco di H,gin H, il 
sistema 


K^' Igisa tyi Fin Дз. hl 


c 


"х s Tg 


dove $4, 4,..., i, sono le cifre di а e Ji, Je, «+, Jy 5000 le 


cifre di В, è un sistema assoluto a 2v apici di classe 1. Eviden- 
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temente questo sistema è simmetrico rispetto agli apici ғ, e sim- 
metrico rispetto agli apici j,, e se il sistema H,,g è simmetrico 


rispetto ai due indici a e B, il sistema X resta invariato se si 
scambia il sistema degli apici 7, col sistema degli apici jp. 


12. 


I ricciani di un invariante. 


1-2. I ricciani di un invariante. — 3. Simmetria dei ricciani. — 4. I 
ricciani della punto-funzione f. — 5. 1 simboli di Riemann di 18 specie e di 
classe v. — 6 Loro varie espressioni. — 7-8. I simboli di Riemann di 2а 


specie e di classe v. 


1. - Sia I un invariante, sia « un indice di classe v e 
consideriamo il sistema 7, (p. 155, 8 1). 
Si ha, qualunque sia il sistema delle variabili «, 


ôI 


С ЗЕ a LEE) Cano n a any. 
D, І. == ona Y. Cap I, = lop Y. C I 
p y 


Ora, se a ha meno di v cifre, si ha (p. 183, teor. 4) 


DI, = І —]1,, = 0. 


ар ар 
Quindi il sistema assoluto 


Ia p= DI, () 


v 


a due indici х e p, й 1° di classe у ed il 2" di classe 1, 
ha nulli tutti è termini in cui a ha un numero di cifre < У. 


2. — Consideriamo solo i termini di 


I 


вр 
У 


(!) E conveniente mettere l’ indice v sotto la lettera Z perchè la funzione 
Jx, p dipende dalla classe v in cui si pensa che varii «, e non solo dello 
У 


stato di в. 
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in cui è p,—v, e poniamo 


(1) I; 


обор lap E 
у 


dove 4;,2,,...,7, sono le cifre di a. 

Per il teor. a p. 197, si ha il 

Teor. — Il sistema (1) è un sistema assoluto con v+1 in- 
dici di classe 1. 

Der. - Il sistema а у + 1 indici di classe 1 che si ottiene 
nel modo precedente da un invariante 1 sarà da noi chiamato il 
(v+ 1).mo réccéano (1) di Т, od il rieciano di I di ordine v+ 1. 

Il 1° ricciano di Z coincide con 7, . 


3. Tror. - Il (v + 1).mo ricciano di un invariante Z è sim- 
metrico rispetto all’ insieme dei suoi y+ 1 indici, ossia ha uguali 
tutti gli elementi che differiscono solo per l ordine dei suoi y+1 
indici, 

Dix. — Il teorema consegue subito dalla formula 

Tap DE I —X Oi К 1, ' 


y 


osservando che „е Сї, non mutano se si permutano le cifre 


di ap. 
In particolare 


«Se p, — »—1 e pp= =l, è I. 


Y Ty g= д,» 

4. – Hanno particolare importanza i ricciani dell'invariante 
f, essendo la f[/;w] la determinante della varietà a cui ci si 
riferisce. 

Vale il 

Teor. - Un termine del (v+1).mo гіссіапо di f, se non è 
nullo, è ortogonale a tutti i termini non nulli del sistema / con 


B di classe v. 


(4) In omaggio a GreGorIo Ricci-CursastRro (f 1925). 
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Dim. - Infatti, essendo 
(2) fa, p fap — 5; Cap : f, ? 
y у 
si ha 


| fiip fidt | faf dt — X, Chp- | f, f dt 
9 j y 


(p. 183, teor. 5) 


= kap, p ра, B 


= 0 c. d. d. 


Cog. — Se £ e 4 sono due elementi non nulli di due ric- 
ciani di f di ordine diverso, essi sono ortogonali fra loro. 

Юм. - Infatti, se р è un elemento del ricciano di f di or- 
dine v--1, e se ф è di ordine inferiore, $ è una combina- 
zione lineare di elementi di f, con a variante nella classe v, 


cioè di elementi ortogonali а +. 


5. Der. - Se a e 8 variano nella classe v, e p eq va- 
riano nella classe 1, noi porremo 


(3) a; p, gy = | fap fa, 474 — | f. fs. t ; 
M Y Y / ч v 
g P 
e chiameremo i simboli (2,8; p,q), simboli di Riemann di 18 


specie e di classe v. 
Dalla (3), e ricordando che f, р = 0 per gli stati di о che 
T) 


hanno meno di v cifre (p. 200, $ 1), si ha il 

Тков. 1. - Se uno degli indici a o B ha meno di v cifre, 
si ha (a, B; p, q), = 0. 

Dalla stessa formula (3) si ha il 

Teor, 2. – Il simbolo (a, B; р, 4), è emisimmetrico rispetto 
alla coppia degli indici a e f, ed emisimmetrico rispetto alla 
coppia degli indici p e q. 
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Tenendo poi conto della simmetria dei ricciani, si ha il 


| f 
Teror. 3. — Se y è uno stato di v — 1 cifre e se r ed s 
sono indiei di classe 1, si ha, per la (3) e pel 8 3 di p. 201 


(n, 185 р, 4), = (тр, 1450 5),, 


e, come caso particolare 


(r, 8; р, 9). == (р, 


@ r, sh: 
Si ha апсога il 


Teor. 4. - Se p, = v, р, =»—1, e s, p, q sono indici 
di classe 1, si ha 


(2, үз; р, 9), + (2, тр: 9, 8), + (а, 10; 5, р), 0. 


Dix. — Infatti il 1° membro vale, per la (3) 


3), 
(f^. сей 


~ [елт (Гена ffan hnti) n 
9 


9 


t— |a afn ptt) + \ | f afe sai — 


д 


6. - Ricordando la (2) ed il precedente teor. si ha 


@, Bip. Dy [fup fs sat |fe a hapat = 
РА ? 


= Jf fist == [lag fap — х Y т Сар IL lag dt + 
9 9 


+, du |f f; p dt = Gap, pg Чад, fp — 


P NR 5 Y 
с: (Cap а. К Cus афр. x) ‚ 
v v 
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e poiché, per un particolare sistema di variabili «, si ha 


da 
ap, _ 
du, = ap + аара, р 
е 
da, 
i, E ^ 
dun — аад, вр + “apg, f 


e, sottraendo, 


— = 1 — 1 Р 
] „B * P , 
ди, дир up, Bg aq. Вр 

si ottiene 
(4) (a, B; р, q), a 

da, da 
тоф ЖЕ aq ow Nr Y + 
"> du, du, TY (Cap Ugg, y — Cag ‘ Gp y) = 

da, da 
MENU. да get (1 ЛИЕ "è 
a du du “+ а А (Gap, 2 * O50, Y — ам), " agp, ү) . 

9 р y 
7. Der. - I simboli 
(5) [а, 1; р, 9, = Хва"? (a, 6; p, q), 
у 


si chiamano simboli di Riemann di 2° specie e di classe v. 
Si ha 


(6) [a, n; р, 9h = 


da da 
5 jt 2,6 у а? E P Xy avg? (a 
p y у 


ди, d ap, * здү Задру): 


v 


Ma, ricordando l'espressione dei simboli di CHRISTOFFEL, e 
tenendo conto del teor. 3 a p. 182 
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" n, В 
25 ôch, da 
Eas PST Isa. 
am ди, du, pap. du, 
5n 
ach, , "T 
БЕ кай „ары » * "n . LE -f ў а ‚© „а Ju 
ди, + Хр y ap, $ Cra з В. ар. ‘д 
~m 
903, Ps 
— M sit; " Y e 
= Gu Cap бы + Spe tap e Cj 0, 
q ч у у v 


dove l'ultima X è ottenuta dalla corrispondente sostituendo gli 
indici di sommatoria 8 е y rispettivamente con è e |. 

Se poi nell’ ultima Ў sostituiamo il simbolo di CARISTOFFEL 
colla sua espressione e portiamo al 1° membro, abbiamo 


ea FI 
p MB api у WB LER ; pa 
=B du, PO ; i “ap, ib ^p dines 
а m 
oC ap 
— y x ct cl 
—. eu TENE TS 


e scambiando p con q e sostituendo in (6) 


2 "mn m 

ôC zp ШУ . 
7) lan: p 9}, = ni n le RM Г: ЕЕГ. IHR DEN 
(7) (an: р, 9h дн, du, y (Сар * Суд — Сад * Orp) 


8. - Dalle (3) e (5) si ricava che 
n 
Es, p, q = [65 ү; Ps ql, 
è un sistema assoluto a tre indici a, p, 9 di cui il 1" « di 


classe v e gli altri di classe 1, e ad un apice у di classe v. Esso 
ha inoltre nulli tutti gli elementi per cui p, <>. 
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13. 


Influenza dell'ordine delle derivazioni covarianti. 


Le identità di Bianchi per i simboli di Riemann. 


1. — Sia H, un sistema assoluto con un indice « di classe 
intera v. Si ponga 


D, H, — Hay 


e 
D,H, p = Hy pq * 
Si ha, per le variabili и, 
(1) Н, pi me Lf Сар H 
da eui 
OH, 
Е ка T ri 
E лен. Уу SI 
Inoltre 
âH, 


б ж x., p 
Gy dlgs y» "ui H,.p — M6 7j, Н 
Ч 


Ma dalla (1) si ha 


ЦК 
“з 9a 
ôHap _ ФН, A5 25". 
ди, дирди, Y du, T m 
e, tenendo conto della (2), 
201, 
oH, ФН, 
m.p deem iL ) 
ди, ди TEM — du, 7 — 103, H 7.7 Le Cina 


e, sostituendo in (3), si ha 
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ёс 


a Y = 
(4) Нер = кыр dar t и, H. Lm 


24 "Y = ra 
—1»6 бар "Суд Hy — УСЫ "Hyg Lo Ора" Hs, v - 


In modo analogo si trova H ed osservando che 


x,q.p ? 
д r . ' . . . L . . 
С ра = Сар’ e scambiando nella X doppia i due indici y e 8 di 


sommazione, si ha 


(5) agp Bape I 


ШИЙ $05, 


v gÈ e 
- e H, ди, = dun 2 Va | Cap O% 0 — : (ад Ch) 
= $ H; lampah (р. 205, form. (1) ). 


2. — Tenendo presente la formula 


(6) (2.8: pq), ni | f.p fa, gdt — fa, q' fs, pelt 
. Jv v „ч v 
, y 


potremo considerare il sistema 
Ry, 8.2.9 — (4, Ё, р, 0), 
Y 


come un sistema covariante a 4 indici, i primi 2 di classe v e 
gli ultimi 2 di classe 1. 

In questo senso si ha il 

Teor. - Vale la relazione 


(7) — DG Bsp. q), + Dp (n, iq n), + D, (а, р), = 0 


(identità di BrancHI). 
Dix. — Infatti, per la (6), si ha, omettendo il v sotto ogni f, 
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D, (a, B; p, 9), = 


line gdt T TA grt | fa, qr fg, p dt - ЕС 
7 ӯ 2 9 


9 


e quindi il 1° membro della (7) diventa la somma di 6 termini 
del tipo 


[ае fr a а. 
9 


Ma dalla (5) e dal teor. a p. 201, $ 4, si ha 
[ose harp а S ni [f hadt = 0з 
9 . 


9 
е quindi vale la (1). 
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GEOMETRIA DIFFERENZIALE 


©. ViraLi — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 
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1. 


Gli spazi o, di una varietà. 


1.- 2. I o, di una varietà. — 3. Significato della tangente ad una 
linea. — 4. Spazi principali. — 5. Loro determinazione a mezzo di ricciani. 
1. - Sia V, una varietà ad » dimensioni, sia / una sua 


determinante invariante, e sia v un numero intero >> 0. 

Consideriamo un punto P di V, ed in esso le f, con ^ 
di classe v. 

Per il passaggio da uno ad un altro sistema di variabili 
ognuna di queste f, si muta in una combinazione lineare delle 
medesime. 

Ne viene che, interpretando per ogni particolare sistema di 
variabili le f, come parametri di uno spazio euclideo passante 
per P e da essi individuato, questo spazio non varia variando il 
sistema delle variabili, 

Der. — Noi indicheremo con o, lo spazio sopra considerato. 

Il o, di una V, in un suo punto ha evidentemente per nu- 
mero di dimensioni la caratteristica della matrice quadrata che 
ha per elementi gli a, з con х e f varianti nella classe у 
(p. 70, teor. 2). 

Quindi il massimo numero di dimensioni che puó avere un 
n- у 


5, sarà il numero О, =( 
n 


pi degli stati di un indice 


di classe v. 


2. — Il o, è certamente ad n dimensioni (p. 83, teor.) e si 
chiama lo spazio tangente ala V,. 
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Se т —1, lo spazio tangente si riduce ad una retta che si 
dice la tangente alla curva Vi. 

Riferiamoci ad un particolare sistema di variabili 14 , 4, . . , Un. 

Consideriamo una di queste variabili, p. es. la мү, ed as- 
segniamo a tutte le altre dei valori fissi, Allora la determinante 
dipende da una sola variabile w;, e quindi descrive una curva. 
Si ha così, per ogni sistema di valori delle 


Му, 1, ... 1; у oaa, 000) Ung 


una curva su V,. 
Tutte queste curve si chiameranno le linee coordinate и; 


della V,. Così, fissato un sistema di variabili, restano determi- 
nati » sistemi di linee coordinate della P, corrispondenti alle » 
variabili. Si vede inoltre che per ogni punto di V, passa una 
linea di ciascuno di questi » sistemi. 

È evidente che le tangenti alle n linee coordinate i; t ,.. , Un 
hanno per parametri le 


filu] i12... р 


3. Teror. - La tangente ad una curva in un suo punto P 
è la posizione limite di una corda PQ, che passa per P e per 
un altro punto Q della curva, col tender di Q a P. 

Dim. — Infatti se f(t; u) è una determinante di una curva 
C, se wj è un valore di тш, e se si indica con P il punto 
f(t; ui) e con Q il punto f(t; wi -b k), dove k è un qua- 
lunque incremento, la retta PQ ha il parametro 


f(t; 1а t h) — f (t; ui) 
h 


che col tendere di k allo zero, e quindi col tendere di Q a P 
tende ad fj. Dunque la retta PQ, col tendere di © a P, tende 
alla retta di parametro fi, ossia alla tangente in P alla curva. 

Oss. - Non è escluso che un medesimo punto P di una 
eurva possa corrispondere a diversi valori del parametro. Fissato 
uno di questi valori, p. es. «wj, perchè il teorema sia vero bi- 
sogna far tender Q a P in modo che il valore corrispondente di 
u, tenda ad uf. 
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4. - Se у è un numero intero >0 e se x, indica il numero 
delle dimensioni del o, di una V,, è, evidentemente, r,, =^ 
e, se Tua r, esiste in o,,, uno spazio euclideo ad M aues 
dimensioni perpendicolare al o, nel punto che si considera della V,. 

Indicheremo questo spazio con [l,,,, mentre con П, indi- 
cheremo il o,. 

Der. - Gli spazi П, (¿= 1, 2, 3,....) si dicono gli spazi 
principali di V, nel punto che si considera, e, più in partico- 
lare, lo spazio П, si dice l'Z.mo spazzo principale. 

Come risulta dalle nostre considerazioni uno spazio princi- 
pale di dato posto può mancare, ed allora diremo che esso è 
nullo. Si ha il 

Teror. ~ Se è nullo lo spazio principale di un dato posto, 
sono nulli anche quelli di posto successivo. 

Dix. — Supponiamo che per una varietà V,, di cui f(t; u) 
sia una determinante, sia nullo lo spazio principale (v + 1).mo. 

Ciò significa che ogni /, con p,=v +1 è uguale ad 
una combinazione lineare degli f,, con а di classe v. Ogni fy 
con p,= +2 si ottiene derivando rispetto ad una delle va- 
riabili una f, con p,="v +1, ossia derivando rispetto una 
variabile una combinazione lineare delle f, con а di classe v. 
Consegue che una /„ con p, --v--2 vale una combinazione 


lineare, di /, con a di classe v -+ 1. Dunque il буо coincide 


% 


col в e quindi anche il (v + 2).mo spazio principale è nullo. 


vp? 
Visto in tal modo che quando uno spazio principale è nullo è 
nullo anche il successivo, si conclude che se uno spazio prin- 


cipale è nullo sono nulli anche tutti quelli che lo seguono, c. d. d. 


5. - Gli elementi non nulli del (v+1). mo ricciano di f 
sono perpendicolari al o, (p. 201, $ 4, teor., e quindi sono 


parametri di direzione del (v + 1).mo spazio principale. 
Viceversa, ogni parametro di II, 41 è una combinazione li- 
neare degli elementi del (у -+ 1).mo ricciano di f. Infatti un pa- 
rametro X di II, 41 è una combinazione lineare degli f, con a 
, con adi y+ 1 


di classe у +1. In questa combinazione gli f, 
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cifre, che noi indicheremo con far fai figureranno con certi 
coefficienti М, \,,... Se ora indichiamo con F, l'elemento del 
(v+ 1)mo ricciano di f che ha per indici le y+ 1 cifre di 4, 
ecc. e poniamo Y=\F,thFa +... vediamo che . X — Y 
è una combinazione lineare delle sole f, con « di classe v, e 
che quindi è un parametro di o,, ma, poiché X ed Y sono or- 


togonali a o, , X —Y, non potendo essere ortogonale a o, , sarà 


nullo. Dunque X — Y, ossia X è una combinazione lineare di 
elementi del (у -+ 1).mo ricciano di f. Si ha dunque il 

Teor. ~ Gli elementi del (v + 1).mo ricciano di f indivi- 
duano lo spazio principale (v + 1).mo. 


2. 


Curve. 


l. Elemento di arco. — 2. Rette principali. Curvature, — 3. Altra espres- 
sione delle curvature. — 4-5. Formule di Frenet. — 6-7-8. Teoremi. — 
9. Punti principali e centri di curvatura. 


1. Der. - Se С è una curva, e se f(£;w,) è una sua de- 
terminante, l’ espressione 


ү [л dt. du, 
8 


si chiama elemento lineare della curva С, e si indica con ds. 
Evidentemente si ha 


(1) ds == 


[ratas - [ry a : 
Й 7 


dove df indica il differenziale della f considerata come funzione 
di 4. 

La prec. definizione è giustificata dal fatto che, se C appar- 
tiene ad uno spazio euclideo ad n dimensioni, se X,,X;,..., X, 
sono n parametri normali e a due a due ortogonali di questo 
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spazio, Se 7,,25,...,2,, sono le » coordinate di un punto di 
tale spazio rispetto a detti parametri, se inoltre 


ж; = T; (и) (i = 1,2,...,m) 
sono le equazioni parametriche di C, si ha 


n 


Rt u) = S (us) Р. 


e quindi 
dé = | Oda, X)! di = X, (да), 
1 1 
9 


che ё la nota formula ehe dà il quadrato dell'elemento lineare 
di una curva in uno spazio euclideo. 

Del resto la formula (1) si potrebbe ottenere partendo da 
una definizione di lunghezza di arco analoga alle consuete. 


2. - Per una curva, uno spazio principale che non sia nullo 
si riduce ad una retta, che si dirà retta principale о normale 
principale (i.esima, se essa è lo spazio principale ?.es?mo). 

Supposto che la 2-eséma retta principale non sia nulla, 
indichiamo per brevità con f., il ricciano ?-esimo di f, e po- 


niamo w= |е, il segno di radice indicando radice 
g 
aritmetica. 


Evidentemente X,= 52 è un parametro normale della retta 
i 
principale é—esima. 
Se è è pari, X, è un invariante, ed infatti per il passaggio 
dalla variabile w, alla variabile vı, tanto f., quanto A, ven- 


i 
gono moltiplicati per (T) : 
dv, / 
Invece рег ? dispari il parametro X, resta invariato per le 
sostituzioni per eui >, ma per le altre sostituzioni cam- 
1 


bia di segno. 
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Immaginiamo di aver fissato una origine degli archi ed il 
loro verso positivo, ed indichiamo allora con s la lunghezza d'arco. 
La 


(2) С, = |= 
Ј 


"dX, t 


em [5] dt 


non cambia se si cambia il verso positivo degli archi, perché un 
tale cambiamento fa moltiplicare ciascuno dei due fattori sotto il 
segno di integrale per (— 1). 

Der. — La funzione C; si chiama la z-esima curvatura 
della curva. 

Si ha facilmente 


f. [5] d.a. 
dX[s] —' A[s] | 1 ll, [s Sl 
d = da XB da ^u ge 
1 ki [8] 
= k.[s] ^ [s] 4- Бу =  k[s ] X, [s 1+ Ri, 
dove con Й; indico un parametro del о;, e quindi ortogonale 
ad Xii. 
Si deduce, per la (2), che 
б LEGI 
Fin ; 8] 


Dalla (1), essendo f,=fi, si ha poi 
ds* = k, [u] dui 


e, prendendo in luogo di «, la variabile s, 


ds? = k [sf . ds? 


da cui 

ki [5]? Е 1 
ed infine 
(3) [з] =1. 


Allora si può scrivere 
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0 st Risi [5] 
: h,[s] 7 hi[s] 
ed infine 
ki 
^ mee rds 
2 hi 


qualunque sia la variabile x, e ciò in conseguenza del noto ca- 
rattere assoluto delle k;. 


3. – Dalla relazione 


| X4[s]- X.a[s]d?! =0, 
j 


derivando rispetto all’ arco si ricava 


аха] , o MEUM © 
lr JS om [Jat | xg]. di = 0 
9 g 
e quindi che 
| dX, [8 
a=] хл. 30 a, 


9 


4. Tror. - Se Xj indica la derivata di X, rispetto alla va- 
riabile s, prescelta, o X; è nullo, o è ortogonale ai parametri 


TD NEM. 


Dım. - Infatti se p,«2$—1, è 


) X, f, dt = 0, 
I 
e derivando 


fatta +[х, fa, di — 0 
7 9 


| Xf: tt 0 , 
7 
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perché il numero delle cifre di «1 è «2, dunque 


| X f, dt — 0, 
J 


e perciò X;, se non è nullo, è ortogonale ai parametri 


P. (TP CIRIE. (um " 
Inoltre, essendo 


| x: übel, 


9 
si ha derivando 


| X,Xidt=0, 

9 
e quindi Xj, se non è nullo, è ortogonale ad X,, e così ё di- 
mostrato il teorema. 


5. — Fissiamo al solito l'origine ed il verso degli archi, ed 
indichiamo con s la relativa lunghezza di arco, e supponiamo che 
s sia assunto come variabile di riferimento. 


E 


Poichè la X, è una combinazione lineare delle f, con æ 


2 0774 dX,[s] .. f 
di classe Z, si vede che la X; = — a 1 risulta una combina- 


zione lineare delle f, con æ di classe #--1, e quindi appar- 
tiene al oj. 
Inoltre è ortogonale allo spazio euclideo individuato da 


NIDO ре, 
quindi essa apparterrà allo spazio euclideo individuato dalle X;_, 
e Xi, ossia sarà 
Xi= AX aa + PX 1» 
dove А e y. sono due coefficienti che dipenderanno dall’ indice +. 
Per calcolarli si moltiplichi una volta per X;,, ed un'altra 


volta per X, , e si integri rispetto a t. 
Si ottiene 
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| Yd ei, J Xi X, dt — 
g 


2 
e quindi 
A-—-0, ESO 
e si ha 
(5. X; —0,X,44 — 0, aX. . 


Le formule [3] sono note sotto il nome di formule di Freser. 


6. Ткок. 1. — Se s indica la lunghezza di arco, si ha 
; е. 
(5) rode 


od, in altri termini, 
X = fils] . 


Юм. - Infatti, se si assume come variabile di riferimento 
la s, si һа А, = 1 ed, osservando che 


f,ls1— Rs] , 


si ottiene 
X, = [5]: А = fi[s] - 
Tror. 2. — бе s indica la lunghezza di arco si ha 
| d'f 
lal= ge - 


Dix. ~ Infatti da А, [5] =1 si ha 
ato 
J rapa: 
g 


f NC х PEE 


ds dë 


e, derivando, 


D 


3 mos d 4 
da cui si ricava che rr evidentemente parametro del o, della 
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df n А 
--. Inoltre, per definizione di 


curva, è ortogonale al parametro s 
d 


ricciano, è 
df 
[als] — eH RÀ ds ' 
df ed 


dove à è un conveniente coefficiente, e Pape peru 


integrando lungo g, risulta X=0, poiché f,[s] e A sono en- 


df 


trambe ortogonali a zn 


Teor. 3. — Per ogni curva è 


Dim. ~ Infatti è 
[s] = Dp ра = | (ж | di 


7 2 


ө, рет Іе (4) е (3) 
_ kls] — ; 
[= h,[s] . 


7. - Siccome, per la definizione della X;, 


f. ls] — kls]: Xs , 


~ 


e 
: d'f 
fa [8] = - i , k, [s] = 0, 
ds 
si ha 
d? 
ossia, per la (6) 
' ах 
(5^) po =0 xX, . 


Questa formula può rientrare nel tipo delle (5) quando si 


ponga C,— 0. 
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8. Teor. - Condizione necessaria e sufficiente perché una 
curva C giaccia in uno spazio euclideo ad ? dimensioni, e non 
in uno con minor numero di dimensioni, ó che nei suoi punti 
(generici) la (¿+ 1)-esima retta principale di C sia nulla, e non 
sia nulla la ?—esema. 

Dix. - Infatti, se la (24- l)-esima retta principale è nulla, 
esiste una relazione lineare fra gli elementi del sistema /, 


con « di classe ¿+ 1, e quindi la f, considerata come funzione 
di иу, è soluzione di una equazione differenziale lineare omogenea 
di ordine # +1 a coefficienti funzioni della sola e, del tipo 


- dr f 
Eu ——áz-2. 
1 | i) duy 
Sia «--1,a(), Q(t), ..., (15), un sistema fondamentale 
di integrali di tale equazione 
Sarà 


(6) [= vw Y, gas (u) , 


dove le Po, р1,..., Ф; sono delle costanti rispetto ad w,, ma che 
in generale saranno funzioni di f. 

Derivando la (6) rispetto ad «, una volta, due volte, ..., 
î volte, si ottengono insieme colla (6) ¿4+ 1 equazioni lineari 
nelle 2 + 1 funzioni үр, col determinante dei coefficienti diverso da 
zero (!). Risolvendo colla regola di Cramer si ottiene che ogni ф 
è una combinazione lineare di / e degli f, con a di classe 
24-1, e si conclude che le © sono funzioni (di #) a quadrato 
sommabile. 

Allora dalla (6) risulta che f è un punto dello spazio eu- 
clideo che passa per е, e che è individuato dai parametri 
Tuo Tu rs Tue 

Quindi la curva C appartiene ad uno spazio euclideo con 
numero di dimensioni — 2. 

Viceversa, se la C giace in uno spazio euclideo ad č dimen- 
sioni, cadono in esso tutte le f, con a di classe ¿4+ 1, e quindi 


(4) Il Wronskiano delle ¿+ 1 funzioni 4$,0,,05,..., Qi. 
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queste f, sono linearmente dipendenti ed allora esiste un minimo 
numero jz2-.-1 per cui è nulla la j-esîma retta principale. Con- 


segue che è nulla anche la 2-|- 1 retta principale. 

Combinando i risultati ottenuti si ha il teorema enunciato, 
perchè, se lo spazio euclideo in cui giace C ha un numero di di- 
mensioni <z, la prima retta principale nulla è di ordine < ¿+ 1, 
e, viceversa, se si annulla una retta principale di ordine <2 +1, 
la С è in uno spazio euclideo con numero di dimensioni — 7. 

Cor. - Quando nessuna retta principale di una curva C è 


nulla, la C non puó essere contenuta in uno spazio euclideo. 


9. — Conservando tutte le notazioni precedenti noi daremo 
le definizioni che seguono : 

Der. 1. — Si chiama ?-esimo punto principale di una curva 
C ogni punto dato da f-L-C;X;,,, qualunque sia la variabile 2; 
di riferimento. 

Ricordando quanto si è detto precedentemente sulla natura 
delle X; е delle C, si può concludere che se ? è dispari si ha un 
solo punto 2-es?mo principale, e che se ¿ è pari si hanno due 
punti é—eszm4. Essi sono sulla retta (2 + 1)-esima principale si- 
tuati da banda opposta rispetto al punto della curva e ad uguale 
distanza da esso (alla distanza Ci). 

Der. 2. - Se P è un punto di una curva e se Q è un suo 
punto principale i-esimo, il punto Q’ che si trova sul raggio 
uscente da P e passante per ©, tale che PQ.PO'=1, si dirà 
un č-esimo centro di curvatura della curva. 

Sarà bene osservare che, tenendo conto delle (4), un punto 
i-esimo principale della curva è dato da 
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3. 


Curve di una varietà. 


l. Elemento lineare di una varietà. — 2. Sistemi assoluti lungo una 
curva di una varietà. — 3. Derivazione assoluta lungo una curva. — 
4-5. Proprietà ed applicazioni. — 6-7. Geodetiche. Loro determinazione. — 
8-9. Cono geodetico corrispondente ad un punto di Va. — 10. I? varietà 
principale e varietà dei centri di I* curvatura, 


1. - Sia V, una varietà ad » dimensioni, ed 
f(t; u) 


una sua determinante. 


Se si pongono tutte le w funzioni di un medesimo parame- 
tro t, si vede che la f risulta una punto-funzione di т, e quindi 
descrive una curva, Questa curva giace sulla V,. 

L’elemento lineare di questa curva è dato da 


ds* = | (ага! 


9 


"n n 
= |(®, fidu Padt = n 0, , du, du, . 
Jr 


Si suol dire perció che la forma 


n 
n a, , du, du, 


dà il quadrato dell'elemento lineare della V,. 


2. — Consideriamo un curva C di V,, fissiamo per essa l'o- 


rigine degli archi ed il verso positivo, e con tal scelta indichiamo 
con o la lunghezza di arco su C. 


Der. - Noi diremo sistema assoluto lungo la curva С un 
sistema assoluto definito nei punti di C. 
Tror. - Se lungo C si ha 


HQ = и; (o) Й 
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il sistema 
du, 
і IL , fini 
4 (wu ]— P ү = h) 


è assoluto. 
"ім. — Infatti 


ira S Om 4ш. _ ita. 2%. : 
es iai c Y, ðu, da — 24 [u] Fu Debe: 


3. - Sia 
zn B2,.., В, 


®1,%,..,%, 


(1) 


un sistema assoluto lungo C, con apici ed indici di classe intera. 
Supponiamo di poterlo estendere in V, in modo che acquisti la 
proprietà di essere derivabile in là quanto occore rispetto alle 
variabili su V,, e supponiamo che ciò sia possibile anche per il 
sistema predetto А“. 

E continuiamo ad indicare allo stesso modo i sistemi cosi 
ampliati. 

Allora noi potremo ad essi applicare un noto teorema di 
calcolo assoluto (p. 175, 8 4), e potremo affermare che il sistema 


e & ^ G [c fà 
й, LA ATE | B. i - TE Pas s.. 9 Pa 
, AE uM 
K —$,4?.D,H 
03, 984, ... у 2, 1 04. Oo... 2, 


è un sistema assoluto, 
Limitando le considerazioni lungo C, possiamo concludere col 
Teor. - Se (1) è un sistema assoluto lungo C, è anche tale 
il sistema che, per qualunque sistema di variabili 0, è dato da 


ghi Bes ens B 


(2) [ш] = = 
РА Аар. А do 
- == Y Bi: Ba, ТТТ BOCCE 1 B, ; du, 
x 2, na E Cup H [u] - ds ЕЕ 


Aiye Anas Tr a e Ar 


i$ Бов Ptr hr Бул, LI 
ш = > ; 
12 ау Үр Zi, s. T TIPS LaL] Е: da 
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La dimostrazione di questo teorema lascia qualche dubbio 
quando non apparisce manifesta la possibilità dei prolungamenti 
richiesti per i sistemi, ma essa può essere sostituita con una di- 
mostrazione diretta condotta coi criteri adoperati a pp. 186-190, 
quando si ammetta che gli elementi del sistema (1) siano deri- 
vabili rispetto a o. 

Der. - Il sistema (2) ottenuto dal sistema (1) colla regola 
predetta si chiamerà è derivato assoluto di (1) lungo C, e lo 
si indicherà con DH. 

Ha particolare importanza il derivato assoluto del sistema 
controvariante 4* già considerato. 

Evidentemente, se si pone 


B' — DA', 
si ha 


B'(u] = uj --X,ChwulWw,, 


dove gli accenti indicano derivate rispetto a с ed i simboli di 
CHRISTOFFEL sono di classe 1. 


4. - Per la derivazione assoluta lungo un curva C valgono 
regole analoghe a quelle che si hanno per la derivazione cova- 
riante dei sistemi somma, differenza, prodotto e dei sistemi com- 
posti (p. 191-193). 


Inoltre si verifica facilmente che i sistemi a, з ed at В 
у 


altrove considerati, hanno derivata assoluta nulla lungo C. 


5. - Dalla espressione dell'elemento lineare si ottiene fa- 
cilmente, sempre indicando con accenti le derivate rispetto al- 
l'arco, che 


n 


E 0,4 U M, == 1: 
1 


e, derivando i due membri colla regola di derivazione dei sistemi 
composti, e tenendo conto del fatto che Da,,=0, si ha 


n 
2а, иу. Ри = 0. 
o meglio 


G. VitaLI — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 15 
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" 
Sua, ки. Dus = 0. 
1 


Questa relazione si puó scrivere sotto la forma 


Je) (S, fi . Du,)dt=0, 
1 1 
9 


il che esprime che «il parametro 
n 
E, f.: Di, 
і 


il quale, quando non svanisce, appartiene certamente al 5, di Vp, 
è ortogonale alla curva C ». 


6. Der. - Una curva di una varietà V, si dice geodetica 
se in ogni suo punto la sua 2* retta principale è perpendicolare 
al o, di F,. 

Per cercare le geodetiche di V, si consideri una sua curva 
C, e si indichi con c la lunghezza d'arco di C. 


Si ha allora lungo C 


n 
ff 
1 
8 


n n 
(3) f^ Xy fu uii + Y futs 


dove gli accenti indicano derivate rispetto a c. Ricordando che 


fix f Ў, Chr fi, 
da cui 


(4) fu o fuat XC s 


mutando nell’ ultima & di (3) l'indice k in 2 ed infine sosti- 
tuendo in (3) alle fẹ le espressioni date dalle (4), si ha 


(5) Г" = Ern fa, sunt + De (47 + Ey Oha Un и). 


Ora f" à un parametro della 2* retta principale della curva 
(p. 219, teor. 2), ed esso sarà normale al o, della V,, se e solo 
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se sono nulli i coefficienti delle f}, ossia se saranno soddisfatte 
le equazioni 
(6) tQ + Xy Ci Usus = 0 (Pom Boro tic 


Queste sono n equazioni del 2° ordine in n funzioni inco- 
gnite della variabile о, e quindi esiste una soluzione costituita 
da » funzioni 


(7) м; (в) (p exl, Bce, 99) 


che per с = 0 acquistano, esse e le loro derivate prime, valori 
arbitrariamente assegnati. 

Se (7) è una soluzione del sistema (6), noi non potremo 
affermare che la variabile o ha per la curva ottenuta il significato 
di lunghezza d’arco. 

Perció indichiamo con s la lunghezza di arco della curva 
ottenuta, e deriviamo assolutamente il sistema controvariante 


du ds 
i #9 |108 
H- do 5 do ’ 
dove 
du 
Кы 
A= TA 


Otteniamo subito 


d H* du 
Ре rac v i ^ k 
DH == ds T hh hk H ds 


| dH* 


: 4) do 
da T Su он) - 


; ; do 
= (ui + Zu Ch иһ и) "ds " 


dove gli accenti indicano ancora derivate rispetto a o. 
Ma le nostre (7) soddisfano le (6), e quindi le 


DH'= 0, 
Ora si ha 


ds V 
Ey аһ ULM = (ж $ 
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Derivando i due membri rispetto ad s, applicando la regola 
di derivazione assoluta dei sistemi composti e ricordando che 
Па, x =0, si ha 


14 
(8) Уа „и, РН" = da ра ; 
Zina Ah, a Un "ai wd 


ma, per le ОН" —0, il 1° membro di (8) è nullo, e quindi è 
nullo anche il 2° membro di (8), ossia è nulla la derivata rispetto 


, ds t dne ul 
ad s di ——, e quindi la *. deve essere costante. 
do do 


Indieando questa costante con e, abbiamo 


ES TTE, LICET NY CX. CU 
Ше T «inn ha MH, = € da Fra Va de | 


e quindi la curva definita dalle (7) soddisfa alle equazioni 


d'u, 
з? 


du, du, 
ds ils 


+ Ey Chi = 0, 
dove s ё la lunghezza di arco. Ed ё questa la condizione che 
si richiede perché la curva sia una geodetica. 

La possibilità di assegnare arbitrariamente i valori iniziali 
delle funzioni (7) significa che per ogni punto di V, passano 
geodetiche, e la possibilità di assegnare inoltre arbitrariamente i 
valori iniziali delle derivate prime delle (7) ci dice che per ogni 
punto di V, passano infinite geodetiche. Ciascuna di queste ё 
individuata, oltre che dal punto per cui deve passare, dal sistema 
dei valori assegnati in quel punto alle derivate prime delle (7), 
ossia dal parametro 
du, 


d 
di ypt, 


de — 


e quindi si ha il 

Teor. - Da un punto di una varietà V, ad » dimensioni 
escono infinite geodetiche della varietà. Se si fissa una direzione 
del o, in quel punto, esiste fra queste una ed una sola geodetica 
che in quel punto è tangente alla data direzione. 
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7. - Dalle considerazioni svolte risulta che ogni soluzione 
del sistema (6) individua una geodetica, e che, se s è l’arco di 
questa geodetica, si ha lungo essa 


ds 
— E t 5 
aum costante 


e quindi 
8=с6 4-Б 


dove e e б sono delle costanti. 


8. - Dalle (5) e (6) risulta che per ogni geodetica, se o è 
la sua lunghezza d'arco, si ha 


(9) TS fa (y t » 


dove gli accenti indicano derivazione rispetto a c. 
Se si pone 


(10) A,» pe |f... at , 


D 
si ha (p. 220, teor. 3) 


(11) 0 = | Г = Lupo Ana; шиири. 


Й 
9. – Sia P un punto della V,, la 
(12) f+ Za fs. ААА, 


in cui la f e le f,, sono calcolate nel punto P е le à sono 
considerate come variabili, è una punto-funzione, e quindi descrive 
una varietà W, che evidentemente è contenuta in II,. 

Si vede facilmente che, se P' è un punto di questa varietà, 
tutta la semiretta che esce da P е passa рег Р’ appartiene alla 
varietà W. 

Infatti, fissati i valori delle А che corrispondono а P', ap- 
partengono a W tutti i punti che si ottengono moltiplicando tutte 
le A per un medesimo numero reale p, ossia i punti 


[++ Xy fy, kh №, 
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che col variare del numero positivo p* descrivono il raggio uscente 
da P e passante per P'. 

Der. - La varietà descritta dalla punto-funzione (12) si dirà 
il cono geodetico di V, corrispondente al punto P. 


10. - La punto-funzione 
(13) ina | (Ey, f», n du du,) : (Ж, An, , du, du,) | . 


nella quale f, le fpa e le @,, sono calcolate in un medesimo 
punto P di V,, e nella quale si considerano come variabili le 
du,, o meglio i rapporti di » —1 di questi differenziali al rima- 
nente, è una varietà che giace sul cono geodetico. 

I punti di questa varietà hanno dal punto P una distanza 
uguale alla curvatura in quel punto della geodetica corrispon- 
dente, il che risulta dalla formula (11). Questa varietà inoltre 
è il luogo dei primi punti principali delle geodetiche per P. 

Der. - Diremo che questa varietà è la 18 varietà principale 
della V, in P. 

Ha pure importanza la considerazione della varietà dei centri 
di 1° curvatura delle geodetiche di V, passanti per P. Anche 
questa varietà giace evidentemente sul cono geodetico corrispon- 
dente a P. 


4. 
Studi sul 2* spazio principale di una varietà. 


1. Condizione necessaria e sufficiente perché una varietà sia uno spazio 
lineare. — 2-3. Sistema di parametri normali ed ortogonali in IL. — 
4-5. Casi particolari nei quali i centri di 12 curvatura delle geodetiche giac- 
ciono sopra una ipersfera di П,. — 6, Il parametro invariante J per le 
n 41 


9 ) dimensioni. 


varietà col II, nd ( 


1. - Consideriamo una varietà V, ad n dimensioni, ed in- 
dichiamo con v il numero delle dimensioni del suo 2° spazio 
principale II, . 
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Manifestamente sarà v «[" T 3 (numero delle combina- 
d G 
zioni con ripetizioni dì » elementi a 2 a 2). 

Teor. — Condizione necessaria e sufficiente perchè una va- 
rietà V, ad n dimensioni abbia nullo in ogni punio il 2° spazio 
principale è che V, sia uno spazio lineare. 

Dix. — La condizione è sufficiente, perchè, se V, è uno spa- 
zio lineare e se 


(1) P de gr + apo +e. + Un Pn 


è una sua determinante lineare, tutte le derivate seconde di (1) 

sono nulle e quindi il о, coincide col a, ossia П, è nullo. 
Viceversa, se П, è nullo e se f(u) è una determinante di 

V,, devono essere nulle tutte le ў. , (r, s —1, 2,..., т), ossia 


devono essere soddisfatte tutte le equazioni 
f, —X,0,fi = 0. 


b, (и) (j —1, 2,...) 


le coordinate di f(w) rispetto ad un sistema cartesiano ortogonale 


Indichiamo con 


DC 


j (j=1, 2,...). 
Ognuna delle funzioni 5;(w) soddisferà alle equazioni 


0°}, 
OU, OU, 


" 
LN ONE 
ei pg 77 


= =l. 
ди; 


Questo prova che la matrice delle derivate prime e seconde 
di 24-1 delle è, deve avere caratteristica —n. 

Esistono n delle b; che hanno un determinante funzionale 
diverso da zero, perché altrimenti la V, avrebbe un numero di 
dimensioni <n. Supponiamo che tali siano le 


à dE. 


Allora, considerata una 5; diversa dalle prime т, la matrice 
delle derivate prime e seconde delle n 4-1 funzioni 


bM A e 0 


ha caratteristica uguale ad n. 
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Quindi il sistema delle equazioni nelle A 


п. 60b 
by 4 ^ 
(2) " Miu. +, du, =0 (0 = Plosoeg dI 
n. 8 КЫ; , 
эн ч ЖЕ ы СТАУ ii сы =. ; 
(3) Y, М бы, ды, EN Sudu, 0 (h, k=1, 2,..., n) 


ha soluzione non nulla, e tutte le sue soluzioni non nulle sono 
fra loro proporzionali. 

Consideriamo una soluzione. Derivando una volta le equa- 
zioni (2) e tenendo conto delle (3), si vede che le equazioni 
del gruppo (2) sono soddisfatte anche dalle derivate prime delle 
à rispetto ad una medesima variabile u, qualunque essa sia. 

Ma anche la caratteristica della matrice dei coefficienti delle 
equazioni (2) è n; quindi le à devono essere proporzionali 
alle loro derivate prime rispetto ad una medesima г, qualunque 
essa sia. Dunque le à devono essere proporzionali a delle costanti; 
inoltre deve essere \,+0, perché il determinante funzionale delle 


Uh уо @-» 
è +0. Dunque esiste per ogni j >» un sistema di costanti 
m (2= 1,2,...,m) 
per cui 
oh ар 
= У: — = : 
ди, uj би, (h 1,2,...,n) 


Integrando si avrà 
b, — Хр D+ 6; è 


dove с; sono costanti. 
Assumiamo le 


(4) б оооу; 


come nuove variabili, Esisterà un sistema di valori delle (4) tale 
che, in esso ed in un suo piccolo intorno, converga la serie 


5, EAI + el . 
apl 1 


WWwW.rcin.org.pl 


STUDI SUL 2° SPAZIO PRINCIPALE DI UNA VARIETÀ 233 


Se colle (4) indichiamo il sistema di valori che consideriamo, 
la serie precedente converge, e converge se al posto di б, si 
pone 5,--8, dove è indica un incremento sufficientemente pic- 
colo, Converge quindi la serie differenza di queste due serie, 
ossia la serie 


x n D 
b P se Ww L] 
У, 28 [Lp b + 6] a + ? Eis + 
ni 1 "4l 


Dividendo per è e poi facendo variare è, si conclude che 
converge la serie 


Y, Wa ' 
nyl 
In modo analogo si dimostra che convergono tutte le serie 


Ewa (i= 1,2,...,n) , 


Consegue che le serie 
FL 
X, a с; m. Bi X; 
nt 
convergono in media verso delle funzioni Ф;, che la serie 
Уус, X, 
converge in media verso una funzione ф, e che infine 
P + bi pi + da Pe + ee. HOn On 


è una determinante di V,, e che quindi V, è uno spazio eu- 
clideo ad n dimensioni. 


2. - Se in un punto P lo spazio principale Il, ha v di- 


mensioni, noi possiamo trovare in П, un sistema di v parametri 
normali e a due a due ortogonali X  ($—1,2,...,v). 
{ 
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Poniamo 
х= | X -fadt | 
í A 0 
9 
Non può esistere un sistema di A non tutte nulle per 
i 
cui sia 


(5) ZA La =0 (58 П сос» 


К. 
o, in altri termini, che і sistemi assoluti x,, sono linearmente 
t 


indipendenti. 
Infatti, nell’ ipotesi che esista un sistema di à non tutte 
LI 


nulle, per cui siano verificate le (5), posto 
YAX, 
si ha 


- 


| Үү. й=Ў,\ | Xd ОДР. 
i í Po 
9 9 


e quindi Y, che è un parametro di IL, è ortogonale a tutti i pa- 
rametri di IL; perciò Y è nullo, ossia 


DR d 


1 1 
è generalmente nulla, ed i parametri Х devono essere linear- 
i e 


mente dipendenti, il che non può accadere. 


3. - Evidentemente si avrà 


f = DA Uus Ы X 3 
4 i 


poichè fm. è un parametro di Ila; ed allora, moltiplicando рег 
X, integrando e ricordando che 
i 


(b ве ў = 1 
[х-ха = | 
2 ' ( 0, sesta, 


Www.rcin.org.pl 


STUDI SUL 2" SPAZIO PRINCIPALE DI UNA VARIETÀ 235 


sj ha 
| Tiki, 
2 
ossia 
a= T. 
e ta 
ed infine 
у 
(6) fea= XiT, X Г 
ld i 


4. - Ha importanza il caso in cui sono linearmente dipen- 
denti i y -+ 1 sistemi assoluti 


Gr ет. (= Mo Pisae v) 

i 

In questo caso, se 
a „= A ү. M * 
64 
il parametro 
MELOS 
i i 


è tale che 


[vna a [x fedi EA m, = è 
А # Jd id 
7 g 


Esiste allora un parametro Y di П, per il quale si ha 


а = Í Y.f,.dt . 
7 


Poniamo k — 1: VI Y*di. Allora Y'--kY è un parametro 
9 
normale, e si ha 
| Y'f. dt — k-a,, . 
9 
Ma siccome il sistema delle X si può scegliere in modo 


che tra i suoi parametri vi sia tale parametro Y', possiamo sem- 
pre supporre che X sia tale parametro Y', ossia che Tp: = К. а,.,. 
v v 
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Consideriamo ora la 1? varietà principale corrispondente al 
punto Р. Essa è, come sappiamo, descritta dalla punto-funzione 


РА E, fra du, du, 
T 1 


E, a, du, du, 


o, tenendo conto della (6), dalla punto-funzione 
f SF Y E X D 
1 t 
dove 
У „2, dudu, 
1 


al м m 
i E,,a, du, du, 


Ma, poichè x,,=k-a,,, è x=hk, ossia la 18 varietà 
y у 


principale corrispondente al punto P giace nello spazio lineare а 
y — 1 dimensioni di equazione z = A. 
M 


I centri di 18 curvatura delle geodetiche uscenti da P si 
trovano allora sulla ipersfera di Il, che passa per P e che si ot- 


tiene dall’ iperspazio euclideo x = А con l inversione per raggi 
v 


vettori reciproci di centro P. 
Si ha adunque il 
Teor. — Se nel punto P lo spazio principale IT, ha v dimen- 
sioni, se X (i= 1,2,...,v) è un sistema di v parametri normali 
i 


e a due а due ortogonali di Il,, e se i у + 1 sistemi assoluti 


Gr, ed х= | Х.г. (@=IZ 009) 

Li : L 
sono linearmente dipendenti, i centri di 1? curvatura delle geode- 
tiche per P giacciono sopra una ipersfera di II, passante per P. 
Consegue che, se Q è l’antipodo di P in questa ipersfera, 
i centri di 1° curvatura delle geodetiche per Р sono le proie- 
zioni ortogonali di Q sulle normali principali di dette geodetiche. 


5. - Se 
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allora, poichè ognuno dei sistemi 


йы ed Tr: Ко 1 0) у) 
1 


ha v elementi, la matrice formata con questi elementi (matrice 
che ha y+ 1 colonne e v righe) ha caratteristica v, ed i v--1 
sistemi 
Gra Е, 5, 
D 


sono linearmente dipendenti. 
Si conclude che vale il 
c1 
Tror. - Se in P il 2° spazio principale ha E 9 !) di- 


mensioni, i centri di 1*3 curvatura delle geodetiche di Г, passanti 
per P sono situati sopra una ipersfera di II, passante per P. 


ni 1 


6. — Sempre supposto v — | 9 ), poniamo, come a p. 229, 


Ana; pa LX ' 


9 


ed indichiamo con А il determinante di ordine v ottenuto facendo 
percorrere nello stesso ordine alle coppie k e pq tutte le com- 
binazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri 


€ 
ПРЕЗЕ, 


e mettendo in una stessa riga tutti gli elementi colla stessa cop- 
pia kk, in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa 
coppia pq. Per l'ipotesi fatta sul numero delle dimensioni di IL, 
è 40. 

Indichiamo poi con A4**? il reciproco di 4,,,,, diviso per 
Ty'Tg, dove è а = hh, В = pq e m, indica, al solito, il nu- 
mero delle permutazioni distinte delle cifre di a ('). 

Il sistema A4**?4 è un sistema assoluto con 4 apici di 
classe 18% (p. 199, 8 5), e si ha 


(4) Ossia т ==1 se le cifre di « sono uguali, e na 2 se le cifre di « 
sono diverse. 
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0c se hk + rs 

1 v Ar 4. З = 

(9 198 "аа L, se hk = rs =a. 
х 

Ропіато 

(8) a? t — X, a, , AMP 

e 

(9) J= X. a? ЧА . 


Evidentemente J è un invariante, 
Io dico che il punto 
j e 


che indicherò con Q, è l'antipodo di P nella ipersfera considerata 
al 8 precedente. 

Basta che io provi che, proiettando ortogonalmente Q sulle 
normali principali alle geodetiche, si trovano i centri di curvatura 
di queste geodetiche. 

Ora è chiaro che, se R è la proiezione ortogonale di © sulla 
retta PS, essendo S un punto della 12 varietà principale, si ha 


PR = PQcosQPR, 


v 
[7 E, fia duy du, di = PQ.PS.cosQPR , 


Enr Ana duy di, 
7 


Ma il 1? membro dell' ultima uguaglianza vale, рег (9), (8) 
e (1), 


Ураа. Anpipadundu, _ 
Ena Apa du, du, 


У, „а, „Ў du, du, X,, A^*9* A, , 4 dd у, Ara du, du, = 1 ©) 
Ena ana den di, Li Ann duin du, А 


e ció in base alle relazioni che passano fra gli elementi di А ed 
i loro reciproci. 


(!) Bi noti per questo passaggio che, se rs, si ha 


I тең ! 1 
a du, du, Y FEL А pa = -z du, dur d du du, = du, du, . 
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Dunque 
PQ.PS.cosPQR = 1 


e, tenendo conto della 
PR = PQcosQPR , 
si ha 
РЕТРЕ Е І. 


Ciò prova che А è il centro di 18 curvatura della geodetica 
per P corrispondente al punto 8. 
Calcoliamo infine il diametro PQ della ipersfera. Si ha 


A Vu 
r v hk „р, — P: ANS y ML E 
PQ = [л dt ре а? А hipa © л DL dra dg ZA "pa Anapa 


9 
= Ea аа = Ураа 4 595 , 
5. 
Il teorema di Meusnier. 
1-2. Direzioni asintotiche. — 3. Lo Sn+1 tangente ad una V, lungo 
una sua direzione non asintotica. — 4. Il teorema di MEUSNIER. 


1. - Sia V, una varietà ad n dimensioni e sia P un punto 
preso su essa. 

Consideriamo nel o, corrispondente a P una retta 9 uscente 
da P. 

Esistono infinite curve di V, passanti per P e tangenti a è. 
Indichiamo con y una di queste curve. 

Se f(t; и) è una determinante di V,, se s indica la lun- 
ghezza di arco di y e se indichiamo con accenti le derivate ri- 
spetto ad s, si ha (p. 226) 


n n n 


(1) [^m Yu fy, cutis + (ие + Yu Os) » 
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Osserviamo che (1) ó un parametro della 2* retta principale 
di y in P. 
La direzione 8, insieme colla condizione 
n " 
Zama =] (a, = [ЛАА , 


02 


la quale esprime che s misura la lunghezza di arco, individua 
gli elementi u, (k=1, 2,..., n). 
Der. — Se la direzione è è tale per cui il parametro 


n 
v e , r 
Zina fa, a Un Un 
1 


risulta generalmente nullo, si dice che è è una direzione asin- 
totica reale di V, in P. 


2. - Se lo spazio principale Il, della V, corrispondente al 
punto P si riduce ad una retta, e se X ó un parametro prin- 
cipale di questa retta, la condizione perché una direzione è sia 
asintotica si traduce nella condizione 


ra 
[Cm hx uuu) X - dt= 0 
1 


e, ponendo 


bna [fs X dt, 
7 
nella condizione 


n 


(2) Ina, a tia M. 750 . 
1 


Se la equazione (2) nelle u, ha soluzioni reali, queste indi- 
viduano delle asintotiche reali di V, per P. In particolare, se 
n = $, la (2) ammette due soluzioni, poichè la (2) diventa una 
equazione di 2° grado nel rapporto w;:w;. Se queste due solu- 
zioni sono reali e distinte Ja У, ha per P due direzioni asinto- 
tiche reali e distinte. 
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3. Der. - Se è è una direzione non asintotica di V, per 
^, lo spazio lineare ad n + 1 dimensioni che passa per P e che 
contiene i parametri 


(1) hh Газ Es fas ики, 


si dirà lo S,,, tangente in P a V, lungo ò. 

Nello Sn, tangente іп P а V, lungo è cadono tutte le 2° 
rette principali in P delle varie linee y di V, passanti per P e 
tangenti a 8. 

Infatti un parametro di una di queste rette è una combina- 
zione lineare dei parametri (1). 


4. — Teor. di Meusxier. I primi centri di curvatura delle 
curve y passanti per un punto P di una varietà V, e tangenti 
ad una medesima retta д non asintotica sono situati tutti sopra 
una medesima ipersfera dello S,,, tangente a У, lungo è. Questa 
ipersfera passa per P el'antipodo di P in essa è il 1° centro di 
curvatura della geodetica di V, tangente а ô. 

Dix, - Basterà provare che, se ү’ è la geodetica tangente a 
è, se Q' è il suo 1° centro di curvatura, se y è un’altra curva 
tangente a д ese Q è il 1° centro di curvatura di y, il punto Q 
è la proiezione ortogonale di Q' sulla 22 retta principale di y. 

Ora 


Y = PQU Ln fna Urti 
1 


Z= PQ - [En faa "SU; + ra (Ж uL na at) ] 
1 
sono parametri normali (') delle 2° rette principali di ү e y. 


Se con 2 si indica la proiezione ortogonale di Q' sulla retta 
PQ, si ha 


PR = PQ'.| YZ.dt . 


D 


(4) Si noti che PO’ è uguale all' inverso di V. fe Xy fn ur) di , ed 


analogamente per РО. 


б. VitaLi — Lexioni di geometria nello spazio hilbertiano 16 
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Ma, ricordando che le fi, sono ortogonali alle f, si ha 


| Y.Z:dt=P@Q'. ро fon finita = 
5 7 
= [PQ'.PQ):[PO]= PQ:PQ'. 


Dunque PR = PQ'.[PQ: РО] = PQ. Questo dimostra che 


R coincide con Q e che quindi il teorema è vero. 


6. 


Varietà minime. 


1. Enunciato del problema generale di massimo o minimo. — 2. Il pro- 
blema delle varietà minime. — 3. Il parametro invariante /. 
1. — Consideriamo una varietà V, ad » dimensioni della 


quale f(w) sia una determinante. 

Consideriamo poi una porzione т del campo di variabilità 
delle u e indichiamo con К il contorno di т. 

Sia ф un 1-variante costruito col solo concorso della f e di 
sue derivate. Tale potrebbe essere 


In tale ipotesi, l’ espressione 


(1) | Ie] - du, - dia ... dit, 


t 


` 


(dove 1° ji indica un integrale riemanniano multiplo) è un inva- 
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riante, come risulta dalla legge di trasformazione degli integrali 
multipli per un cambiamento di variabili. 

Ci si può porre il 

Рвовгмл, - Fra le V, per cui la f(u) ha al contorno К 
dei valori assegnati determinarne una per cui l'espressione (1) 
diventi massima o minima. 


2. - Noi ci limiteremo qui a considerare il caso in cui 
р= а. 
1 
Consideriamo un sistema ortogonale cartesiano di riferimento 


X (é=1,2,.....), 


t 


ed indichiamo con 
x (== О... ЕК ) 
i 

le coordinate di f(«) ad esso corrispondenti, 

Immaginiamo che /(u) sia la determinante della varietà che 
si cerca e teniamo fisse tutte le coordinate di f(u) ad eccezione 
di una particolare 2. 

i 


Poichè nella Ф = la non figurano che le derivate prime di 
1 


x, applicando le prime nozioni di Calcolo delle variazioni, tro- 


viamo, per il variare della sola x, l’ equazione di EuLkRro 
i 


2 $9 S2) a 
(2) =" ди, | дт, 0, 
Li 


\ 


dove z, indica la derivata parziale di x rispetto ай w 
4 í 


y» 


Sviluppiamo la (2). Intanto osserviamo che la nostra p è 
funzione delle аһ, (h,k = 1,2,..., n) e che, essendo 


solo quelle a,, che hanno almeno un indice uguale ad > con- 
tengono la x.. 
4 
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Inoltre LA = si : (А —1,2,..., 71— l,r + lu. n) 
e 
4 2-2, 3 ge Nu 
S _ È 
dx, = Ti i se hr. 


Allora, applicando la ordinaria regola di derivazione di fun- 
zioni composte, si ha 


== . LEY 
er, 1 Ora. i 
* 
Ma 
dx 1 
—— а а^ 
да, 2 1 
Dunque la (2) diventa 
" д - n 
9' ni Ha а. Aa’ y= 0. 
| ) n du, u 1 "là 1 i* 
Questa equazione è della forma 
n " 
(2") Da Pr En + Zar 0: 2. 0, 
1 L] 1 t 


dove £a indica la derivata di x, rispetto ad «,, ed i eoefticienti 
Е) 1 


P e Q non dipendono dall'indice :. 
Moltiplicando per X la (2") e sommando rispetto ad è, si 


ha nel primo membro una serie convergente in media verso 
Za Pi fa + En Quy (р. 101, teor. DEO 


ossia verso 


н д ar 
Уу J y PA ` 
(f A na 
=, ди, u > nii ; hi) 


(4) Poichè le scrie 2, x, X е X, x, X convergono in media verso 
1 Я 


L d i 
fy ed far 
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3. - Ponendo 


le equazioni di Eulero restano riassunte nella unica equazione 


I=0. 
Ora 
ОЕ 
n 1. 


è un controvariante ed è 


logia T 
T= ls (y I у о FRE I 9U' = 
= Va ди jaw jet du dea TT 
і 
" oU' 
= l “Эн (p. 184, teor. 6). 


Mutando nell’ ultima X l'indice r in А, si ha 
Hex D, D, (prs 3 
dove D,U* indica, al solito, il derivato covariante di U*. 


Derivando colla regola di derivazione dei sistemi composti e 
ricordando che il derivato covariante di a^" è nullo, si ha subito 
1 


L= Dad fin. 
1 
Si conclude che, per le varietà che soddisfano al problema 
posto, è nullo il parametro 
Zya" Mae n D 
Le varietà per le quali si annulla questo parametro si di- 
cono varietà minime. 
Per le varietà che non sono minime il parametro suddetto 


appartiene al II, della varietà. 
Conchiudo osservando che 


| Pdt = Xy,,a a» Ahipa + 
1 I 1 
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7. 


Curvatura di una varietà. 


1-2. Curvatura totale di una 1, (m 21). — 3-4-5-6. Curvatura di 
unà V, (n>2) secondo un S. tangente (2 "< т). — T. Curvature 
principali del Bianchi di una V}. — 8. Curvature principali di una V col 
П, ad 1 dimensione. 


1.- Sia f(u) una determinante di una varietà V, ad n 
dimensioni (n>1). 

Consideriamo poi i relativi simboli di Riewanx di 1* specie 
e di classe 1 


(1) (h, k; р, Ф), = | hoh di — | fs fist > 
j 7 


9 


Questi simboli sono, come sappiamo, emisimmetrici rispetto 
ai primi due indici %,k ed anche rispetto ai rimanenti. 

Ci conviene indicare con « e B due indici che percorrano 
tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei numeri 


ll. S ooo c 


Allora, supposto che % e k siano le due cifre di a, e p e q 
quelle di В, e che sia й <А e р< 9, noi porremo 


Ra, a = (h, Rip, 9), 


Lot, B = бърка Ung Ok p > 


(RES RTT Omm ser 05) (i= 1р n) 


sono le equazioni della sostituzione che porta dalle variabili v 
alle variabili x, noi porremo 


dun du, 

du, 00, 
FEE 

| du, дщ 

dv dr, 

» 1 
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Poichè il sistema (1) è un covariante a 4 indici di classe 1, 
si ha 
Ra, plo] s Le Ry [e] 4 Py, ®` Pag ? 


la X essendo estesa a tutti i termini che si ottengono facendo 
percorrere a e a è tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei 
numeri 

То 


Si indichi соп А il determinante che ha per elementi gli 
Ra,g costruito in modo che in ogni riga sia costante l' indice a, 
che in ogni colonna sia costante l'indice B e che in ogni termine 
della diagonale principale sia х= В. Si indichi con Р il deter- 
minante costruito in modo analogo cogli elementi P, в. 


Con noto ragionamento (p. 112, teor.), si prova che 
Rw]= Rju]. P. 


Ora il determinante P è evidentemente il 2° determinante di 
Spormiswoone dedotto dal determinante (w;v) (p. 171), e quindi 
vale sc. 

Dunque R à un 2(n—1)--variante, ed infine Би ò un 
invariante. 

Il determinante Æ formato cogli Е, g come f è stato for- 
mato cogli elementi E, Ө il 2" determinante di SrorriSwoopk 
dedotto dal determinante " e quindi vale i e 


Si conclude che №: E è un invariante. 


2. Der. - L'invariante R: E si chiamerà la curvatura to- 
tale di V,. 
Si vede facilmente che per »-2 la curvatura totale di- 
venta (1,2;1,2),:0. 
1 


3. — Consideriamo ora una V, con п> 2, ed un suo 
punto P. 

Se r è un numero intero 2>2 e <n, consideriamo uno 
spazio lineare $. ad r dimensioni passante per P e contenuto 
nel corrispondente o,. 
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Le geodetiche di V, uscenti da P e tangenti in P alle varie 
rette di S, formano una varietà W, a r dimensioni contenuta 
in V,, che si dirà la varietà geodetica di V, tangente in P 
ad S. D 

Se r=n—1, esiste in o, una sola retta > perpendicolare 
ad 8,: viceversa, data per Р una retta d del o, è determinato 
in o, uno spazio lineare ad n— 1 dimensioni perpendicolare а d. 
In tal caso, invece di dire che TV, , è la varietà geodetica cor- 
rispondente ad S, ,, diremo anche che è corrispondente alla dire- 
zione @ (passante per P, giacente in о, e perpendicolare ad 5S, ;). 


4. — Sia ancora n>2 ed m>r=2. Siano inoltre 
ui, U,- uS le coordinate di un punto P di V,. 


BO oso) wA pua. ede ea U) 


è determinante di una varietà WW, passante per Р e contenuta 
in Va. La W, ha in P un o, che ha r dimensioni eche è con- 
tenuto nel о, di V,. Indichiamolo con S.. 

Supponiamo che la W. sia la varietà geodetica tangente in 
Prid 8. 

Allora le geodetiche di V, uscenti da P e tangenti alle di- 
rezioni di S, sono tutte e sole le geodetiche di W, uscenti da P. 

Consegue che i primi punti principali di queste geodetiche 
sono dati tanto da 


; 
d 
.. la f, , du, du, 
i 
У 
У, Upg du,du, 
quanto da 
- 
Š 
4 in Frs 
t5 
^ 
ыа, "m 


du, du, 


dove Је Fpa hanno rispetto ad Р lo stesso significato che le /„„ 
hanno rispetto ad f. 
Consegue che 
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P r 
a a 
Um Раи, du, Ы тр F, du, du, 


sono funzioni razionali delle du, , du, ,..., du, identicamente uguali, 
e che quindi si ha 
foa = Fo (р,@=1,2,...,). 
Di qui risulta 


[А ^ CR di — [hats di = [Frs Fra di fr, Pi А dt 
2 ? y 9 


(h, k, p, q= it 2, обой) ü 
e se ne conclude che i simboli di RIEMANN 
(hk ip, 9), (А, k,p,q= 1,2100099) 


calcolati nel punto Р per la W, coincidono coi simboli cor- 
rispondenti calcolati nello stesso punto per la V,. 

Da questo risulta che la curvatura totale di W, in P è 
uguale ad R.: E., dove R, ed E, sono i determinanti delle Rag 
ed E, g, con a e fj percorrenti tutte le combinazioni semplici а 
2 a 2 dei numeri 1,2,...,r. 

Der. - La curvatura totale in P della varietà geodetica di 
V, tangente in Р ad S, si chiama la curvatura di V, in P se- 
condo S.. Quando r=n—1, questa curvatura si dirà anche 
curvatura secondo la direxione d di o, perpendicolare ad 5, 


5. - Fermiamoci al caso in cui r — 2. Mutiamo le variabili 
и in un sistema di variabili v ed assegniamo alle c,,9,,..., v, 
i valori che esse assumono nel punto P. 

Allora col variare delle v, e e, la determinante descrive una 
varietà W, a 2 dimensioni appartenente a V, e passante per P. 

Sia S, il o, di W, in P, e supponiamo che W, sia la va- 
rietà geodetica tangente in P ad $,. 

La curvatura di V, in Р secondo S, è data da 


Renlt]: s , 


dove A indica il minore di 2° ordine formato colle prime due 
righe e colle prime due colonne del determinante a [v]. 
1 
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Per la legge di varianza assoluta si ha subito 


К [50] = Zap E, g [u] + 4 + Ag 
ed 
A = Zap E, в * ha a )g " 


le X essendo estese a tutti i termini che si ottengono facendo 

percorrere ad « e f tutte le combinazioni semplici a 2 a 2 dei 

numeri 1,2,...,9, e dove A, — P, ей E, g indica, al so- 

lito, il minore di 2° ordine estratto da о[и] prendendo nell’ or- 
1 


dine naturale le righe che hanno il posto indicato dalle cifre di 
a e le colonne che hanno il posto indicato dalle cifre di |. 

Si conclude che la curvatura riemanniana di PF, in Р se- 
condo la giacitura di S, è data da 


ХЕ, pl] da X 
?) m = гд 
о, Ca "р 

6. — Guardiamo ora da quali elementi dipende l’ espressione 
di X data dalla precedente formula (2). 

Intanto gli E, |н] ed А, ; sono indipendenti dalla superfi- 
cie W.. Soloi A, dipendono da questa superficie. Si vede facil- 
mente che i A, dipendono solo dal piano tangente а №, in P, 
all'infuori di un fattore di proporzionalità che non ha influenza 
sul valore di К dato da (2). Infatti, essi ХА, si costruiscono cono- 
scendo i valori delle A A (= 1,2,..-,2%), che sono in- 

did ' 2 
dividuati all'infuori di un fattore di proporzionalità dalle tan- 
genti in P alle linee coordinate v, e т» di Ws; e, per una trasfor- 
mazione sul sistema di queste due variabili, le A, restano tutte 
moltiplicate per il determinante funzionale delle v, e « rispetto 
alle due nuove variabili, 

In sostanza si puó dire che, se 


Xw е Xwf 


sono parametri di due rette distinte tangenti а W, in P, le , 
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sono proporzionali ai minori del 2° ordine della matrice 


7. - Consideriamo ora il caso n=3, e poniamo 


dia = 17440 Мз = UT № = UT 
e 
Част (i = 1,2,3). 


Evidentemente ё 
з 


"Tom Xa 5 (7 = 1,2, 3). 


E poiché, usando le notazioni del $ prec., si ha 


x з 
Eun = 0 е Z,yy;=0, 
1 1 
si ha anche 
3 3 
Zy Mij < W 0 5 žy Aij Civ; ü 1 
ossia 
й Ј Bi... М , э 
| бл 5f p) dt = 0 e | ZA) БУ) — 0 3 
2 2 


e si conclude che 
а 

(3) Sf 
è un parametro del a, ortogonale alla W, in P. 

Viceversa, se sono date arbitrariamente le 1, , sono date le C, 
e quindi è individuata la direzione di parametro (3) ed è indi- 
viduato il piano del 6, ortogonale a questa direzione. In altri 
termini è individuato un piano 5, di o, per cui la superficie 
geodetica tangente del S, abbia i à, proporzionali alle n corri- 
spondenti. 


Allora le varie curvature riemanniane corrispondenti alle 
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varie giaciture per P si ottengono dalla (2) facendo variare in 
qualunque modo le А, (а= 12, 13, 23). 

I massimi e minimi di K annulleranno le derivate del 2? 
membro della (2) rispetto a ciascuna A, 

Per esse sarà allora 


Y, (A, plu] — К.Е, ;) Ag = 0 (x = 12, 23, 18) 


ed allora dovrà essere nullo il determinante dei coefficienti delle 
Ag nelle precedenti tre equazioni. Si ottiene cosi un'equazione 
in K che è un' SENS: secolare, perché la forma 
SEN | 
ag Es. dE e ^g 
ha i coefficienti proporzionali ai reciproci degli elementi di a[w] 


e quindi è una forma definita e generica (p. 150). 

Le 3 radici della equazione in К sono dunque tutte reali, e 
si dicono le curvature principali di Уз secondo il Braxcnr. 

Il prodotto di queste curvature è uguale a E: E. 

Si ha così il 

Teor. — Il prodotto delle 3 curvature principali secondo il 
Braweur di una V, è uguale alla curvatura totale di Vz. 


8. - Supponiamo che lo spazio 11, della V, in un punto P 
di essa abbia dimensione 1 e indichiamo con X un parametro 
normale di questo П, . 

Si ha 
(4) fy == Т», X , 


dove 


Cha = | fra х.а 
2 
Consideriamo una geodetica y per P e indichiamo con s la 


lunghezza del suo arco. Se gli accenti indicano derivate rispetto 
ad s, si ha, lungo y, 


fia A ORI (Pr о) 26 


e quindi la curvatura di y è data, all’ infuori del segno, da 
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* — Xy ху „ми = (Xy, dy du, du;) : (E, 0,4 du, du;) . 
1 1 1 


1 massimi ө minimi di х annulleranno le sue derivate раг- 
ziali rispetto ai dw,; quindi рег tali x dovrà essere 


X, (Cna — ау) ан, = 0 (Рат г) 


ed infine 


Poiché la forma 


Ung Ana Er Tr = | (Z, hy dt 
1 K T 


7 


è, evidentemente, definita ed è generica, la precedente equazione 
in x è secolare, e quindi ha reali tutte le sue т radici. Queste 
$i chiamano le curvature principali di V, in P. 


Il prodotto di queste curvature è dato da v:@, dove x in- 
1 


dica il determinante к, 
Ora, ricordando che 


(h, hs pq — LT Ina ll = | hal "LL 
; 7 


g 


e tenendo conto delle (4), si ha 


(h, А; pq) = xy qi — Trg trp - 


x 


Allora il determinante А è il 2° determinante di SportIs- 
woopk dedotto da x, quindi R=x"-!, ed R:a*!=(c:a)"", 
1 1 


* 


ossia, nel caso che consideriamo, la curvatura totale della У, è 
uguale alla potenza (m — 1)" del prodotto delle » curvature 
principali. 
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Sistemi principali di normali ad una varietà 
giacenti nel suo II. 


1. І sistemi У, „ро е Wosia, — 2. Pseudo-reciproco di un covariante 
a due indici e di un controvariante a due apici. — 3. Alternanti di due 
covarianti a due indici, — 4. Sistema principale di normali nel IL. — 
5-6-7. Esistenza di sistemi principali in ogni punto di una varietà, ecc. 


1. — Sia, al solito, V, una varietà ad 7 dimensioni, di cui 
f(u) 


sia una determinante, ed indichiamo con v il numero delle di- 

mensioni del Il, corrispondente ad un punto P di V,. E, come 
: In+b1) 

sappiamo, vs | u E 


Poniamo 


e indichiamo con W il determinante di ordine (e ) for- 
mato coi W.,,, come a p. 237 si è formato il determinante А 
cogli elementi A,,,,. 

E noto che 


| =з @ о @ (р. 180), 


dove C è una costante diversa da zero, e quindi si può affer- 
mare che 


W x0. 


Indico con W^*?« il reciproco di W,,,, іп W diviso per 
Ta: Tg, dove a=rs e В == рд. 

Il sistema И"? è un sistema assoluto a 4 apici di classe 1 
(p. 199, teor.). 
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2. Der. - Se 


X 


rs 


è un covariante a due indici di classe 1, diremo pseudo-reciproco 


di x, il controvariante 
rt — N rs pq 
dist. йет, 


ed Z, si dirà pseudo-reciproco di 2°. 
Si vede facilmente che 


3. Der. - Se 
а еа SAP 


sono due covarianti a due indici di classe 1, e se 


x ed y s 


sono i loro pseudo-reciproci, noi diremo alternante dei sistemi 
т © у„,, е indicheremo con (x, y), Г espressione 


Si ha subito 


LJ n 
(х,у) = Em. 2s pM = 


n "^ " 
= n Ypa E, Wr», -3 Ys РЕ: t” cs (2,2) L 


Inoltre si ha 


n 
(2, 2/) = LT КОРАШ. Usa 
ed analogamente 
n 
(2, y) = Sv Wr шш А 3 


In particolare 


WWwW.frcin.org.pl 


256 GEOMETRIA DIFFERENZIALE 


n "n 
(2,2) = У, Wre»az,, Toa = Friso Wasipa at», 


4. Der. - Diremo sistema principale nel 11, un sistema 
di v parametri normali 
Х (622 1,2,..., V) 


і 


del П, a due a due ortogonali, per i quali, essendosi posto 


z= [x ра, 
У у, 


51 ha 
(а, г) = 0 
TH 


per ogni coppia 27,7 di numeri diversi scelti fra i numeri 


Je ee 


5. Тков. — In ogni punto Р di una varietà V, ad » di- 
mensioni, esistono uno od infiniti sistemi principali di normali 
nel If,. 

Dim. — Per trovare una linea di condotta per la dimostra- 
zione di questo teorema, cominciamo col supporre che esista un 
sistema principale di normali nel II,. 

Supponiamo che esso sia costituito dai parametri 

X (¿= 1,2,...,у), 
t 
cosicchè, se 


Tra “i | X У nm $ 
D 
si abbia per ogni coppia ?, di numeri diversi scelti fra i nu- 
midi dh Eh Sosa We 
(CRE, (ZUR 
7, 
Poiché si avrà 


y 
fov es pt A 
D МШЕ 
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moltiplicando per 


e sommando rispetto ad r e ad s, si avrà 
21. 1007 file, z).X , 
LX Aie d 


ed infine, moltiplicando per f,, ed integrando lungo g, 


da eui 


(1) У, [4,454 — (2,2) Wenga] t= 0 . 
I T ON j 


Allora si vede che le x”* costituiscono una soluzione non nulla 
7 


del sistema di equazioni (1). Dunque questo sistema deve avere 


il determinante dei coefficienti nullo, ossia le (z,z) devono essere 
ire 
soluzioni della equazione 


(2) A (p) — 0, 
in cui A(p) indica il determinante formato cogli elementi 
Arapa = Arpa p Wo ae 


come W è stato formato cogli elementi W,,,,. 
Consideriamo ora l'equazione (2). Poiché e 
Wto, 
( 1 
il grado dell'equazione (2) è uguale ad ur ). 


Ропіато 


Fy = Ў, Arapa м (ntm А), 
1 


Io dico che per ogni sistema di valori reali delle А" è 


JR. 
Infatti 


©. ViraLi — Leximi di geometria nello spazio hilbertiano 17 
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AS |, f tym o. 
g 


Dunque la [2] è una equazione secolare formata col con- 
corso di due forme quadratiche delle quali una è definita e P al- 
tra ha discriminante diverso da zero, e quindi la (2) ha tutte le 
sue radici reali. 


Inoltre, essendo la caratteristica della matrice di A uguale 
а v, posto ò= (i) la (2) avrà la radice p=0, 


solo se è > 0; e quando è>0 l'ordine di questa radice sarà 
«98 e 2>8 (p. 150, teor.), e quindi sarà uguale a è 4-р con 
0=p=è. Le altre radici di (2) saranno, come sappiamo, rego- 
lari (p. 138, teor.). 


Siano 
Pri Per ceca Pi 


le diverse radici non nulle della (2) e siano 


т, May ... у Mg 


і loro ordini di moltiplicità. Posto 
т == тт, 4 m +.. т, , 
si ha 
m=v— |5 ; 

e per ogni 2 (i= 1,2,...,t) la caratteristica della matrice di 

A (р) 
Бо ака th a 
| 8 2 ) m 

2 


Per ogni ? (£—1,2,...,*), il sistema di equazioni 


(3) Y. (M osx — Pi Nass! AM = 0 E 


ha, se m,>1, infinite soluzioni, che sono tutte le combinazioni 
lineari di эл, di esse fra loro linearmente indipendenti; e quindi 
i parametri di direzione 
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(4) У, fu 
corrispondenti a tutte queste soluzioni danno tutte le direzioni di 
uno spazio lineare ad т; dimensioni. Scegliamo un sistema di 
m, soluzioni delle (3) in modo che i corrispondenti parametri (4) 
siano normali e a due a due ortogonali, il che è possibile, nella 
ipotesi di »m,>1, in infiniti modi. 

Se m;=1, si ha un solo parametro normale (4) (indivi- 
duato all'infuori del segno, il che non ha importanza), e noi 
prenderemo questo parametro. 

Fatto questo per tutte le radici p, si arriva (e puà darsi 
anche in più maniere) in possesso di m parametri normali 


(5) ХУ, N" f (@= 1,8,...,m), 
i 1 i 


ciascuno dei quali corrisponde ad una Ph, dove k; è uno dei 
numeri 
Tei, sc 


т, 


e corrispondentemente ad essa si ha 


(6) L, (Arepa = Ph; Wald di =0 ' 
ossia 
(1) | fra S, f. dt рМ, заде, 
П 
e рег le (5) 
(7) | Foa X dt = p, X, W, o N^, 
É 1 Г 
? 
ed infine 


К = Y. Lf (Pa, "n ' 


dove 


ъ= [б хи z 
g 
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Quindi i sistemi 
Cra e Pa, Am 
[| 


sono pseudo-reciproci, e noi possiamo scrivere 


(8) x =: Pr, At^ 4 


Moltiplieando i due membri della (6) per \2* e sommando 
j 


rispetto a p e a q, Si ha 


Jr х p~ v r n 
A yt Р — py Tr W, a y КА; 


LI 
< 
S, rp ^ 

' P 


"pq 


e, tenendo conto delle (5), 


(9) [ххй= o S Wess n . 
JUR 1 € j 
È 
Ora, se рь, = ph, ma ij, i parametri X ed X sono or- 
í j 


qogonali, ossia 


(10) [x Xdt=0, 
pc 
e poiché p,,#0, sarà 
(11) Y а WPI =O. 
\ i 


7 


Se poi рь, tp, la (9), scambiando fra loro ? con j, di- 
venta 


(9) | X Xdt — р, Хра М кра d a , 
J dI i ut, 
9 
e dalle (9) e (9') si deducono le (10) e le (11). 
Allora i parametri (5) formano un sistema ortogonale. Si ha 


inoltre 
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(12) (z,2) = Ep (È, Ина”) = 
* J LI J 


-= Fraga W.spa (Phi N (pay AP) (v. (8)) 


= Ph Pr; En ү а 
e quindi per 2 tj, 
@, p) = (v. (11)). 
Allora se p = 0, ossia, se m = v, il sistema (4) è un si- 
stema principale di normali nel Il,. 
E interessante calcolare in tutti i casi le 


(x, 2). 
1 1 
Si ha subito da (12) 
x * 
(2,2) = DÀ, RET У, ; ia È 


e tenendo conto delle (9) e del fatto che i parametri X sono nor- 
i 
mali, si ha 
(13) (2,2) = py, - 
Supponiamo ога che sia & 7-0 е completiamo i parametri 
(5) con altri w parametri 


V 
Ж, gu Orem 
mH mye v 


in modo da formare un sistema di v parametri normali e a due 
a due ortogonali dello spazio П,. Si avrà 


v 
(14) fra = Ў, L.X 3 
l i í 


dove, al solito, per tutti i parametri X, si ha 
1 


„= |„Х@ (== 1,2,.,.‚ 9). 


9 
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Moltiplichiamo i due membri di (14) per a^* con î<m o 
í 


sommiamo rispetto ad » e ad s. Abbiamo 


(15) Y sra fra = (sa z) X (s, X)X- оак. + le, e). 


i mil mil i MH n 


Ma 
TA MERE e 0»; 
dunque 
Gr) X4 (т, 2 EA ) X ee + (8 i 2) x ED. 


e poiché i parametri 


X Уу А 
m4 m P" 


sono linearmente indipendenti, deve essere 


(16) (т, «)= (x, =) =... = (z; z)=0. 


i mal i net 


Moltiplichiamo ora entrambi i membri della (14) per 
а" (je m --lym + 2,...,v) e sommiamo rispetto ad r e ad s. 
j 


Tenendo conto delle (16), otteniamo 


(17) ыг], = $ (e, 2X. 


m3 i j 


Ora consideriamo il sistema di equazioni nelle j, 
x . 
(18) p(x, 2) = pp. (i= т + 1,т + 2,..., У). 
mb ИП / 


Per risolvere questo sistema basta trovare una radice p del. 
l'equazione secolare 
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(т, т)—р (€, z) (2, x) | 
m oom me) oo mb y 
ORAE LI as rine | 
(19) TS y | ej, 
(x, x) (т, x) (2,2) — р | 
y "+ m+2 y | 


Corrispondentemente ad una radice p di questa equazione si 
avrà un sistema di valori reali p,41,pa4s,....p, che soddisfa il 
sistema (18). Allora, moltiplicando per tali p; le (17) e sommando, 
Si trova 


y 
(20) Lal" Г. = ppi Х , 
ті Р 
dove 
v 
y" = D Р, - а? * 
mt ў 


Ora, moltiplicando le (20) per /,, ed integrando lungo g, 


(6°) X, АУ ^ pÈ Pita = PE En W rapat "* a ОЁ, Prosa” 


da cui si deduce che p è una radice di A (pẹ) = 0. 

Non può essere p #0 perchè tutte le soluzioni del sistema 
(60) corrispondenti a tali radici sono state considerate mella for- 
mazione del sistema (5) e quindi il sistema (6) non puó ammet- 
tere la soluzione j'"^ come vorrebbe la (6'). Dovrà dunque es- 
sere p — 0. 

Si conclude che l'equazione secolare (19) ha la radice p — 0 
multipla di ordine v e che quindi il 1° membro di (19) per 
р= 0 diventa un determinante di caratteristica 0. Si conclude che 


(z,2) = 0 (,j=m+1,m+2,...,9). 
1 j 
Dunque il sistema considerato 
X (AZ 


i 
è un sistema principale. 
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6. - Riassumendo possiamo dire che, se у è il numero delle 
dimensioni del П,, se 
Pis Pes ceca Pa 


sono le diverse radici non nulle della (2), se 


RI y Mg, -y Mg 


sono i loro ordini di moltiplicità, se 
„ы = У — (my + mg +... dm) 
e se poniamo p,,,= 0, in Il, esistono degli spazi lineari 
$8, роо оу у Eann 


(l'ultimo potendo anche mancare) di dimensioni 

Mi, Moy -ey My y Magy 
che sono fra loro a 2 a 2 ortogonali (p. 94, def. 2) e tali che, se in 
ciascuno di questi S, si prendono m, parametri normali e fra 
loro ortogonali, si ha nell'insieme un sistema principale di nor- 


mali nel Il; , e se X è uno di questi parametri appartenenti ad 
Sa, si ha (x, 2) = рь, dove si intende che 


= | X -foar dt . 
3 


Si vede così che, se almeno uno dei numeri m, è >> 1, esi- 
stono infiniti sistemi principali. In tal caso si dirà che il punto 
di V, che si considera è ciclico. 

T : mb 1 ууа е. 

7. - Supponiamo che sia v -( T | e consideriamo un 

sistema principale 
X (B e lo @ соор) 


t 
A ciascuno dei parametri X corrisponderà una radice p, di 
' 
A(p)=0, ed ogni p, sarà diversa da zero, e si avrà (2,2) = р. 
Ld 


Consideriamo i parametri X come un sistema cartesiano or- 
LI 
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é le coordinate di 


togonale nello spazio П,, ed indichiamo con 
un punto rispetto a questo sistema. 
Se le & sono le coordinate di un punto del cono geodetico, 
si vede che questo punto è dato da 
: Y 
[*X&X, 
e, per le (5), da 
f+ Bat fr ' 
dove 


(21) 


ч Y 
“= DEA = (Qa. 
! i 1 i 
Ma le w^ dovranno essere proporzionali alle dwu,du,, e 
ш , 


quindi, se Hr, è lo pseudo-reciproco di p"* si ha 


(ы, p) = uS wea = "ZZ Wrapt p^ = 


=K. Yun ЖИ». du, du,du,du , 


dove K à un conveniente fattore di proporzionalità. 
Tenendo presente l’ espressione di W,.,, (p. 254), si ha 


Eos ра 08 du, du du, = (2U* — U*—D*):2—0, 
1 


dove 
U= Sa, du, du, à 
dunque : 
(p, В) = 0 


е, рег 1е (21), 


y 
" B "AS pum 
2,8-(m,2):p —0 
LI 


ed infine, essendo (x, x) = p; , 


29 i4. 
(5) 1p z 


Si vede cosi che nel caso considerato il cono geodetico e 


contenuto nel cono quadrico di equazione (22). 
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9, 


І sistemi principali per le superficie. 


1-2. Caso in cui il II, ha 3 dimensioni. — 8. Esempio di superficie ci- 
clica col П, a З dimensioni. — 4. Proprietà di questa superficie, — 5. Caso 
in cui il П, ha 2 dimensioni. — 6-7. Esempi di superfici cicliche col П, a 


2 dimensioni, 


1. - Nel caso particolare di n = 2 gli elementi del sistema 
Waspa Sono molto semplici e si ha 


Wy; = Weres = Рула = ИЛ — 0. 


1 
7 
Ила = a, Wise = — e: 
1 ё 1 


In tal caso l equazione А (р) = 0 del Cap. prec. diventa 


Aya Aus A123 — ар 
1 
(1) А(р) = | Zu Argan + Б SP Ауаз = (0) . 
Азал — ар Asse Assn | 


Е interessante osservare che se т,, ed x"* sono due sistemi 
pseudo-reciproci si ha 


Tia = аа?" 
1 
(2) Жиз i 
а: = ar 


e in particolare lo pseudo-reciproco di а,, coincide col reciproco 
di a,, nel determinante а, 
1 


Supposto che р; sia una radice di (1) diversa dallo zero, le 
(3) del Cap. prec., tenendo conto delle (8) dello stesso Cap. e 
delle (1) di questo Cap., diventano 
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Vosa — 22121113 TU. [41123 — Pa a] = 0 
i [1 


‚ Pi da 
(3) Tae Азал vi Arsia + =” 


+ 2141222 =0 
i 

Taa [Ara — pn È ]— 2а Assis t л заз 0. 

ы ' 


2. – Nel caso in cui il determinante А è diverso da zero, 
ossia in cui v— 3, l’equazione (1) ha tre radici diverse da zero, 
ma esse non possono essere tutte e tre uguali. 

Infatti, se (1) ha una radice tripla ру, la matrice del deter- 
minante A (p,) avrebbe caratteristica = 0, e quindi sarebbero nulli 
tutti gli elementi di A(p;) ed in particolare sarebbe 4,,4,— 0 
e ne conseguirebbe che fj,— 0 e che infine sarebbe ›< 8, con- 
trariamente all’ ipotesi. 

In tutti i casi, se v = 3, il cono geodetico riferito ad una 
terna principale ha l’ equazione 
iip + Eii p 68: ра =0, 

e quindi la terna principale è una terna autopolare del cono 
geodetico. 


3. – Però, pur essendo v — 8, la (1) può avere una radice 
doppia. 
Dó un esempio di superficie per la quale ció avviene in 
ogni punto. 
Siano 
Pis 025 Par Par P5106 
sei parametri normali e a due a due ortogonali, e consideriamo 
la V, che ha per determinante la punto-funzione 
fw, , us) = cosu, - р, + senz, » gs + COS - Pa -H Seni, | Pa + 
+ eos(u, + ta) -  4- sen(u, + te) Po 
Per essa si trova 


fi = — senz, - €, 4- cosu, + Pe — sen(u, H- ws) - qs + cos(u, + tta) - Pa 


fa = — senu, - 9340087 - q,— sen(u, + ts) - Ps + cos(u, + ta) | Pa 
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f = — cosu, + фу — SONA + Da — созим, F 14) + фу — SEN (tir 3-14) * Fe 
fia — eos(u, + м») - Ps — SEN (th + му), Фе 
fa = — cosus - фа — Sent + Pa — cos(u, H Ua) -Ps — sen (th, ns) + Pa ; 


e, poiché risulta dalle espressioni trovate 
| =0 (ris, p = 1,2), 
9 


si ha anche 
I f. = frs (r,s = і, 2), 
e quindi 


Алал = Аззаз E 2 ‚ Annie = Arg? == Arene a ETT m 1 , 


e l'equazione (1) diventa 


2 1 1—ра | 
pa 
| 1 4- 3 | =0, 
1— ра 1 2 
che è soddisfatta, come si verifica subito, da pcs e da 
= 2. Infatti per pas —] la prima e la terza colonna ri- 


sultano uguali, e per pa —2 la prima colonna risulta uguale 
1 


alla differenza della seconda e della terza colonna. Si vede poi 
facilmente che pa = — 1 annulla tutti i minori di 2° ordine del 
1 


1° membro, e quindi la pa = —1 è radice doppia. Dunque la 
1 
superficie considerata ha cicliei tutti i suoi punti. 
Ogni terna principale di normali conterrà il parametro 
zad 
үз 


ed altri due parametri X e Y ad esso ortogonali e ortogonali 
fra loro, ad es., 
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$ = 


dove 


Ue 
| 


u* 
| 


Фо = 


h—h у 


ү 2 y 6 


= COS, + 9, + Sent, Pe 


COS? + P3 + Sens - P4 


269 


cos(u, + ws) + Ф + sen(u + ws) | Po + 


Con queste notazioni è anche 


Scelto in tal modo il sistema di normali principali, 


posto 


д = dtt, 


б. == | faxat, Yr = I2 Үйі, „= DEZ 


—1 
gy = ү? ' 
7] 1 
Yia T: 

—2 
ЖЫ TEES 

| 


g 9 
rig = 0 Toe jo 
2 1 
Ya = T: 003 == To 
M -— 
t 427 ҮЗ. Vas = "ES 


si ha, 


Inoltre indicando con x,y,% le coordinate di un punto 
l'equazione 


rispetto alla terna Х,У, uscente dal punto della Р», 


del cono geodetico è 


а= 200° -- y). 


4. - А proposito della V, studiata al prec. $ ё da osservare 


che si ha 


Уа, dus du, = 


Arapa 


du, du,du, du, = 


2 (du 4 du, du, + dui) 


+ Adu, dus + 2du$ 
= 2 (duj + du, du, + dui), 


2 dul + Adui du, + 6 duj dui + 


ed indicando con ф e $ le precedenti due forme, si ha 29 = t. 
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E poichè si vede facilmente che il quadrato della 18 curva- 
tura della geodetica tangente alla direzione du,:du, è dato da 
ф:ф°, si ha che tutte le geodetiche della superficie hanno in 


ogni punto la curvatura uguale ad ү? Р 

5. - Se ві һа у= 2, la equazione Д(р) = O ha Ја radice 
p= 0, е, poichè la matrice A(0) ha caratteristica 2, il rango 
della radice p=0 à = 3—2 = 1. Consegue che l'ordine di 
moltiplicità di questa radice è < 2.1 (p. 150, teor.), e quindi 
è 2. 

Se l'ordine di moltiplicità di questa radice è =1, la 
A(p)=0 ha due radici diverse da zero. Se queste radici sono 
uguali il punto della superficie è ciclico. 

Nel $ seguente darò un esempio in cui ciò avviene in ogni 
punto. 

Se l'ordine di moltiplicità della radice p=0 di A(p) -- 0 è=2, 
e se X ed Y sono un sistema di normali principali, e se, al 
solito 


724 =| Р.Д, Yu = | fa Ydt 
9 g 
si ha, oltrechè (x, y)=0, che è nulla una ed una sola delle 
espressioni (2,2) ed (y,y). 
Nel 8 7 darò un esempio in cui ciò avviene. 


6. — Siano p1, Ф, 93,94 4 parametri normali e a due a due 
ortogonali, ed А ed S la parte reale ed il coefficiente dell’ ima- 
ginario di una funzione analitica R+ ¿S della variabile complessa 
«+ Ži, e consideriamo la V, che ha per determinante 


f (wu us) = U, gy + Ws фә + Rpg + Sp, . 
Per le note proprietà delle funzioni analitiche se si pone 
ôR ôR ^ 98 9° S 


— „= =—— Si = —, Dy = TTT } 
óu' д дщ "du "9 дидм," 
si ha subito: 


В, = 8, 1 R= — 5, D Ro= — Hy, 


R= 


e quindi 
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h = pit Rips + Sq pi + Ripa РФ, 
he = Ф + Papst 8.0 = ф, +H Fg t Ria, 


da cui 


(470,9 —K, fly, — 0 , 


dove K=1 -4+ Ri+ A. 
Inoltre : 


hi = Ву фа Re Pa 

fis = Коф + Күр, 

fis = Кта + Rape = — Rn ps + Rag = — fu. 
Consegue che 


T = — ha . 


Ora sarà 
Ла = fu—fi — Bh 
fis fis if — Bh 


dove a,8,1,9 devono essere determinati in modo che fj; ed fi, 
risultino ortogonali ad f, e ad №}. Dovrà essere 


Гала = ка } [а= Kg 
ӯ 9 


[лка Кү, [fafa = Кд 


9 9 


o un 1 
da cui si ha, posto M — x: 


х== M(Ry R, -+ Ras В) 

В = M (Rn Е, — Ra R) 
y = M (Re Ri — Ru R) =— 8 
= М(Е, Е, + RQR)—a. 


Tenendo conto del fatto che fj, è ortogonale ad f; e ad fs 
si ha 
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| fa fadt = [fene | (Л afi— Bf) hs d! = 


g 


= Гаа [potiti [раак коо, 
j 9 7 


poichè evidentemente | fufadt=0 e 1=—f, =g. 
? 


Si trova inoltre, con ugual procedimento 


[а= [л -fadt = [v.a — BA) fadt = 
g " : 


LE —a-Ka—f-Kp= (Rh+ Ri) — К (a+ 9) 
j 


ed analogamente 


[лай * | ra Кр 8) = 
hi 7 
(Е, + А) Ко? f) = | А.й. 
9 
Ma 
a* -+ — M’ (R5, + Ris) (M + 1) = (Rha + Ri) M* (K — 1) 


ed infine, 


frau = [na dt (Ее, 4- Pt) (1 — KM(K — 1)] = (6. 6): M. 
7 ? 


Se ora indichiamo con X ed Y dei parametri normali delle 
direzioni che hanno per parametri fj; ed fiz, si ha 


fos - Cra X + Una Y ' 


dove 
Van = Уаз = Ti = 0, 


а= — Taa = + | M (Тї + Rid) 
ла E M (Ri + Ri) . 
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Si ha cosi 
(6,9) 0, — (rz) (y,9)= MR + By. 


Il sistema X, Y è dunque un sistema principale, ed evidente- 


` 


mente ogni punto della superficie è ciclico. 


7. - Siano $,,9:,9,,9. 4 parametri normali e a due a due 
ortogonali. Poniamo 


A = senza +, + COSU | Pa, Ау = COSU, фу — SONU » Pu 
B = sen, + ўз + cos, +94 , Ву = сози, «99 SENU, + Pa; 
e consideriamo la V, che ha per determinante la 


f=A+wB. 
Si ha subito 
h24 tB, , h=B, 
fhi——4-—uB, fs = В, , fa=0. 


Consideriamo un punto in cui = 0. In esso è 
fhi— А, h-B, fu=—-4, = B, fn—0. 


Si vede subito che fi, ed fis sono ortogonali ad f ed fa, 
quindi anche 


hi= 4, hs=B\, fa=0. 
Allora tutti gli 4,,,, risultano nulli ad eccezione dei seguenti 
Anna =Arma=1, 


la A(p)=0 diventa 


1 0 — pa 
1 
pa 
| =u sa 
0 14 9 0 = 0 
| — pa 0 0 
I 
; i : — 2 
ed ha la radice p=0 doppia, ed una terza radice р = —— =-2. 
1 
@. Улт: — Lextoni di geometria nello spaxio hilbertiano 18 
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Ponendo X = fia ed Y = fiz, si ha | XY dí —0, ed inoltre 


9 


Gael T= 12,2 05 а= Уза 0, е 1 


e quindi (х,у) = 0. Il sistema X, Y è dunque un sistema prin- 
cipale di normali, e per esso si ha (2,2) = 0, (y,y) = — 2. 


10. 


Osservazioni sui sistemi principali. 


1. — I sistemi principali di normali ad una varietà giacenti 
nel suo Il, che ho introdotto al capitolo 8 rispondono ad una de- 
finizione simmetrica rispetto all’ insieme delle direzioni del sistema. 

È però possibile in altre maniere pervenire ad un sistema 
di rette del 0, ortogonali tra loro la cui definizione abbia il predetto 
carattere di simmetria, 


2. — Intanto basterebbe, per raggiungere un tale scopo, sosti- 
tuire al sistema W,,,, ivi considerato un altro sistema simme- 
trico rispetto agli indici di ciascuna delle coppie rs e pq e ri- 
spetto a queste due coppie, col corrispondente determinante W 
diverso da zero. In particolare basterebbe porre 


W, a = ХА, pa + Me (rp trg T а„а„„) 


con p £0 ed mA--2y 0, oppure, se il sistema 


a = 51, * + t È in A, pa ara 
І 1 


іп cui ё e { sono invarianti ha il determinante | x,,;| diverso da 
zero, porre 


W, pa = №, pa + (ра + dr WP ES 


con & £0 e mÀ-r2& +0. In questo ultimo caso, se Aol e 


: . n+ 1 | id "- 
u = —5—, SÌ possono ripetere per v = E | e considerazioni 


2 2 
del 8 7 del cap. 8. 
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3. - Lo stesso scopo si raggiungerebbe sostituendo nelle con- 
siderazioni del cap. 8 al sistema delle /,, un nuovo sistema Pns 
i cui elementi siano combinazioni lineari degli elementi del sistema 
f..e tale che degli elementi ф,, ve ne siano v di indipendenti. 


4. - Vediamo come si può pervenire ad un tal sistema g,,. 
Sia Ё== da 9 1 e siano 
Xs (à ec MS е) 


i 
k covarianti a 2 indici di classe 1. 
Indichiamo con Z il determinante di ordine А che ha per 
elementi della z-esima riga le 


Te, * у 
dove 
2 80 7 = 8 
D г 
( 2 j sertis, 


ed ha costante in ogni colonna la coppia di indici rs. 
Evidentemente una sostituzione invertibile che porta dalle 
variabili « alle variabili v muta il determinante Z in 


Z'—P.Z, 


dove P 6 il determinante formato cogli elementi P 
dalle relazioni 


definiti 


r5p,Q 


du, ди, Ou, Qu 


Р, „== = = + =. e зе rts, 
PEPA dv, Qv, dv, дг, $ 
p du, Qu, 
Arpa 7 car L. 
dv, дь, 


come il determinante W è stato formato coi W,,,,. Ma P è il 
2° determinante di Bri-ScnoLrz-Hunyapy dedotto dal determinante 
(u:v) e vale (u;v)r". 

Dunque Z: (Vat 


è un invariante, e se noi indichiamo con 2"* i complementi al- 


gebrici divisi per (Га) "+! degli elementi della prima riga di Z 
vediamo che 


) 
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(1) Y, "з, 
' 


1 
è un invariante. 


Ora, se noi teniamo fissi i &-1 ultimi x,,, vediamo che 
Li 


il sistema Z"* è fisso. Questo sistema è tale che, qualunque sia 
il sistema ,,, la funzione (1) è un invariante. Si può dunque 
1 


concludere che il sistema 77" è un controvariante a due indici 
di 1* classe (p. 178). 

Supponiamo ora di poter alla varietà V, associare А — 2 
covarianti simmetrici a due indici di classe 1 indipendenti da £. 
Ad essi accompagniamo il sistema f.. e con questi y— 1 cova- 
rianti fabbrichiamo un sistema controvariante come il precedente 
2"*, e che noi indicheremo con 7"*. 

Poniamo poi 


n 
Pra Zy W, p, f” ‚, 
1 


dove il W,,,, ha il significato che ha nel cap. 8. 
Il numero delle g,, indipendenti è zv. Se esso è = v, noi 


possiamo usare queste Ф,, come è detto al $ 3. 
Nel caso di n= 2 si può porre le F™' uguali ai minori di 
2° ordine presi con segno alternato e divisi per Va? della matrice 
fha ha fa | 
t, а, 
а 0,3 21 
e quindi 
Pra = (mafia — haifi): а 


Tar (а, ha Aha з) : (үа) 
Poa = (ra fia — ia faa) ya. 


5. - Le varianti indicate ai $$ 2 e 3 si possono anche com- 
binare assieme. Е ovvio che і sistemi di normali ai quali si per- 
viene con due di queste varianti saranno in generale differenti. 
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Diseguaglianza di Bessel, 65; di Sehwarz, á4. 
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Geodetico (cono — di una varietà), 230. 


Hilbertiano (spazio —), 72. 
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nulle), 106. 
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Indice (classe di un —) 155; (forma normale di un —), 154. 


Indipendenti linearmente (funzioni —1, 68. 

Integrale di una funzione sommabile, 26; — di una funzione sommabile 
quasi-costante, 20: — secondo Riemann, 41; (funzioni ad — nul- 
lo), 36. 


Invarianti, 154. 


Lauricella (teorema di —), 67. 

Legge di varianza assoluta, 166. 

Lineari (determinanti — di uno spazio euclideo), 86; (spazi —), 86; (tra- 
sformazioni — sopra un numero finito di variabili), 112; (trasforma- 
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Linee coordinate delle Vs 212. 
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Limite di una punto-funzione, 76. 
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Maggioranti di una funzione misurabile, 24. 
Media (convergenza in —), 58. 

Medio (teorema del valor —), 27. 

Meusnier (teorema di —), 941. 

Minime (varietà —), 245. 
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Minoranti di una funzione misurabile, 24. 

Misura di un aggregato misurabile, 8. 

Misurabile (aggregato — ), 8; (funzione —), 16; (funzione — sommabile), 26. 

Modulo di una traslazione, 99; — di una trasformazione lineare sopra un 
numero finito di variabili, 112. 

Movimenti, 100. 


Naturale (ordine — degli stati di un apice o di un indice), 155. 

Normale (forma — di un apice o di un indice), 154; (funzione —), 43; 
(parametro —), 88. 

Normale principale, 215. 

Normalizzazione di una funzione, 43. 

Nulla (funzione generalmente —), 19; (funzione razionale identicamente 
—), 103. 

Nullo (funzione ad integrale —), 36; (sistema —), 168; (tratto —) 3. 

Numero Oy, 172; — N,, 172. 


Orientata (retta —), 88. 

Origine nello spazio H, 72. 

Ortogonali (funzioni —), 44; (parametri — ad uno spazio euclideo), 94; 
(rette —), 89; (spazi euclidei —), 94; (trasformazioni lineari —), 99. 


Parallele (rette —), 89. 

Parametri di una retta, 87; — di un S, euclideo, 91; — normali, 88; — 
ortogonali, 89. 

Parametro principale di una retta orientata, 88. 

Piano nello spazio 77, 86. 


Principale (prima varietà — di uua V), 230; (sistema — nel Np), 256. 
Principali (curvature --), 249-252-258; (punti — di una varietà), 222; 
(spazi — di una varietà), 213. 


Principio della permutabilità della saturazione e della derivazione covariante, 
191; — di saturazione, 176. 

Prodotto di aggregati, 13; — di sistemi assoluti, 175. 

Pseudo reciproco di un covariante, 255. 

Punti ciclici, 264; — principali di una curva, 222. 

Punto dello spazio H, 72. 

Punto-funzione. 76 ; (derivate di una —), 77-79. 

Punto-funzione continua, 77. 


Quadrica, 111. 

Quasi-costanti (funzioni —), 19; (funzioni sommabili —) 20. 

Quasi-limite, 49. 

Rango della radice delle equazioni associate a due quadriche, 132; — di uno 
stato di un indice o di un apice, 155. 

Regolare (radice — delle equazioni associate a due quadriche), 132. 


www.rcin.org.pl 


INDICE ANALITICO 281 


Regole di derivazione covariante, 191, 

Retta nello spazio H, 86-87; — orientata, 88. 

Rette parallele, 89; — principali di una curva, 215; — ortogonali, 39, 
Ricciano di un invariante, 201, 

Riemann (integrale secondo —), 41; (simboli di —), 202-204. 


Saturazione (principio di —), 176. 
Schwarz (diseguaglianza di —), 44. 
Secolare (equazione —), 134. 
Segmento nello spazio H, 93. 
Serie convergenti in media, 66. 


5 диң 
Simboli ay, g, 4% В, 180; —  —* 
i v dv 


— di Riemann, 202-204. 
Singolare (quadrica —), 111. 


‚ 158; — di Christoffel, 182; 


x 


Sistema cartesiano ortogonale in И, 72; — composto, 177; — CA 169; — 


T A? 171; — principale nel IL,, 256; 


Ov 
Sistemi assoluti, 166; — assoluti lungo una curva, 223; — chiusi di fun- 
zioni normali ed ortogonali, 65; — covarianti linearmente indipendenti, 


234; — I4, 167; — nulli, 168; — principali di normali ad una va- 
rietà, 254; — principali per le superficie, 266; — simmetrici ed emi- 
simmetrici, 170; — ТИ», Wr, 254, 

Sommabili (funzioni —), 20-26. 

Somma di aggregati, 9; — di sistemi assoluti, 175. 

Sostegno di un boreliano semplice, 5. 


Spazi principali di una varietà, 213; — or, 211. 

Spazio euclideo, 86; — hilbertiano, 72; — tangente ad una V, , 211. 

Stato di un indice o di un apice, 154. 

Successione completamente convergente, 49; — convergente in media, 58; 


— F, 58; — V, 49. 
Superficie nello spazio H, 83. 


Tangente (spazio — ad una И), 211; — ad una curva, 212. 

Teorema di Carnot, 93; — di Mousnier, 241. 

Totale (curvatura — di una V4), 247. 

Trascurabile (aggregato —), 8. 

Trasformata di una quadrica nello spazio H, 112. 

Trasformazione lincare e ortogonale nello spazio H, 99; — lineare sopra un 
numero finito di variabili, 112. 

Traslazione, 99, 

Tratti congiunti a un boreliano, 5; — distinti, 4. 
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Tratto, 3. 
Triangolo nello spazio H, 93. 


Uguali (funzioni generalmente —), 19; 
—), 106. 


V (Successione —), 49. 
Valor medio (teorema del —), 27. 
Varianza (legge di — assoluta), 166. 
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(funzioni razionali identicamente 


Varietà (dimensioni di una —), 83; (prima — principale di una V»), 230; 


— dei centri di prima curvatura delle geodetiche, 230; 


— geodetiche, 


248; — minime, 245; — nello spazio H, 83, 


EMATYCZNY 
ego Warszawskiago 
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CORREZIONI 


7 linea 12, Znvece di «sostegno di e'» leggi «sostegno di C'». 
16 linea 5 e 7, invece di «f (a)» leggi «f (t)» 
30, inverti il segno di disuguaglianza nella formula (8) . 


. 92 linea 1, Znvece di c f т-а» leggi « fr. di». 
g 


. 34 linea — 6, invece di «ga» leggi «gw». 

. 96 linea 5, invece d? «ho leggi «|А |». 

. 114 linea — 5, scambia nella formula le lettere «a» e «b». 

. 155 linea 4, dopo la parola «esso» aggiungi le parole «sostituendo al- 


l'ultima sua cifra diversa da » ed alle successive quella 
che si ottiene». 


. 167 linea 12, énvece di «controvariante» leggi «covariante» ө, nella 


linea — 7, muta «v» in «и». 
173 linea 9, in luogo dell «i» sotto il П leggi a 


r ди„, 1 диш 


a p. 176 linee 6 e 7, muta in 
P. IL dr, Tl dra, Di uc La * 


а p. 183, in luogo di «a Y, leggi LUE 


P: Y 


a p. 272, scambia Г integrale con cui comincia la linea 5 eon quello con 


cui comincia la seguente linea 6. 
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